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Aufgabe 1:

Sei k ein Korper, und sei f € k[X, Y] ein Polynom, das als Polynom in Y normiert ist. Sei a € k eine
einfache Nullstelle von f(0,Y). Zeige, dass eine Potenzreihe h € k[ X existiert, mit f(X,h(X)) =0
und h(0) = a.

Tip: Hensels Lemma.

Aufgabe 2:

Sei p eine Primzahl. Zeige mit dem Henselschen Lemma, dass der Ring der p-adischen ganzen
Zahlen Z,, die (p — 1)-ten Einheitswurzeln enthélt.

Zur Erinnerung: Der Ring der p-adischen ganzen Zahlen entsteht aus Z durch Vervollstindigung
am Primideal (p). Er ist ein Integritatsbereich.

Aufgabe 3:

Sei A ein semilokaler Ring, d.h. A besitzt nur endlich viele Maximalideale. Seien my,...,my die
Maximalideale von A, und sei a das Jacobsonradikal. Sei A die Komplettierung von A beziiglich a,
und sei An, die Komplettierung von Ay, beziiglich m; Ay,,. Zeige, dass

k
i~ [ Aw.
i=1
Tip: Der Ring flmi ist isomorph zur Komplettierung von A beziiglich m;.

Aufgabe 4:

Ein Ring A heiflt artinsch, falls jede absteigende Kette von Idealen A D a; O as D ... stationdr
wird. (Das heifit fir n >> 0 gilt a,, = a,41.)

Sei nun (A, m) ein noetherscher lokaler Ring mit Restklassenkérper k = A/m. Zeige folgende
Aussagen.

i) Die Quotienten m’/m**! sind endlich-dimensionale k-Vektorriume.
ii) Der Ring A ist genau dann artinsch, wenn m das einzige Primideal in A ist.

Tip: Sei m das einzige Primideal in A und sei A D a; D ay D ... eine Kette von Idealen. Zeige
induktiv iiber 7, dass die Ketten ‘ .
m'4+aODm‘+ayD...

stationdr werden. Verwende dafiir Teil i) der Aufgabe. Zeige dann, dass m™ = (0) fiir n >> 0.

Jede Aufgabe gibt 5 Punkte.
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