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Aufgabe 1: (6+2+2+2Punkte)

(i) Bestimme die Jordansche Normalform der Matrix

A =

 3 −1 0
5 −2 −1
−3 2 2

 ∈M3(C).

Hinweis: Das charakteristische Polynom von A ist χA = (X − 1)3.

(ii) Sei f : C7 → C7 ein Endomorphismus mit

f7 − 2f5 + f3 = 0

rg f = rg(f + id) = 6

Spur f = 0.

(a) Bestimme das charakteristische Polynom von f

(b) Bestimme alle Möglichkeiten für das Minimalpolynom µf von f .

(c) Bestimme alle Möglichkeiten für die Jordansche Normalform von f .

Aufgabe 2: (10 Punkte)

Wende das Gram-Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren auf die Basis1
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des euklidischen Vektorraums R3 mit dem Standard-Skalarprodukt an.

Aufgabe 3: (10 Punkte)

Sei n ≥ 1 eine natürliche Zahl. Zeige, dass die symmetrischen Bilinearform auf Rn, die bezüglich
der Standardbasis durch die Matrix

An =



2 1
1 2 1

1 2 1
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beschrieben wird, positiv definit ist.

Aufgabe 4: (13 Punkte)

Sei K ein Körper und f : V → V ein nilpotenter Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
K-Vektorraums. Zeige, dass das Minimalpolynom µf und das charakteristische Polynom χf von f
genau dann übereinstimmen, wenn für jede Faktorisierung χf (X) = p(X)q(X) mit p(X), q(X) ∈
K[X] gilt:

Im p(f) = Ker q(f).



Aufgabe 5: (12 Punkte)

Sei V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und seien 〈·, ·〉 : V × V → R und (·, ·) : V × V → R
zwei Skalarprodukte auf V , sodass für v, w ∈ V gilt:

〈v, w〉 = 0⇐⇒ (v, w) = 0.

Zeige, dass es ein c ∈ R>0 gibt, sodass 〈·, ·〉 = c(·, ·).

Aufgabe 6: (13 Punkte)

Sei K ein Körper der Charakteristik 6= 2 und sei (V, β) der hyperbolische Raum der Dimension
2m über K. Sei U ⊂ V ein Unterraum der Dimension m+ r mit 0 ≤ r ≤ m.

(i) Zeige, dass U einen isotropen Unterraum der Dimension r besitzt.

(ii) Zeige, dass die Dimension eines maximal isotropen Unterraums von U genau r ist, falls die
Einschränkung von β auf U⊥ keinen isotropen Vektor besitzt.
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