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Aufgabe 1:

Eine Flagge in einem Vektorraum V ist eine endliche Folge Uy, Uy, ..., U, von Unterrdumen von
V', so dass fiir 1 < i <n gilt: U;—1; C U;. Die Zahl n heiit Lénge der Flagge. Beweise:

(i) Ist V nicht endlich erzeugt, so gibt es zu jedem n € N eine Flagge der Linge n in V.

(ii) Der Vektorraum V ist genau dann endlich erzeugt von Dimension n, wenn es in V' eine Flagge
der Lénge n, aber keine Flagge der Lénge n + 1 gibt.

Aufgabe 2:

(i) Sei K ein Korper und V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, mit n > 2. Seien U; und Uz
zwei verschiedene (n — 1)-dimensionale Unterrdume. Zeige, dass dimU; NU; = n — 2.

(ii) (a) Zu welchen natiirlichen Zahlen n gibt es Unterriume Uy, Uy C Q'° der Dimension 7, so
dass U; N Uy die Dimension n hat?

(b) Beantworte die Frage aus Teil (a) fiir F), anstelle von Q.

Aufgabe 3:
Sei K ein Korper. Zeige:

(i) Es gibt eine eindeutige Abbildung f : Z — K mit

fla+1b) = f(a) + f(b)
f(ab) = f(a)f(b), fir alle a,b € Z

sowie f(0) =0 und f(1) = 1.
(ii) Falls f injektiv ist, so gibt es eine eindeutige Abbildung ¢ : Q — K mit g|z = f und

gla+b) = g(a) + g(b)
g(ab) = g(a)g(b), fir alle a,b € Q.
(iii) Falls f nicht injektiv ist, so ist

(a) p=min{m € Z | m > 0 und f(m) = 0} eine Primzahl.
(b) durch f = flfo,... p—1} eine injektive Abbildung f :F, — K definiert, fiir die

fla+pb) = f(a) + f(b)
flax,b) = f(a)f(b), fir alle a,b € F,

gilt.



Aufgabe 4:
Sei K ein Korper, W ein K-Vektorraum, und seien Uy, Us, Uz Unterrdume von W. Wir definieren

Vi= U1+ Ux)NUs, Vo = (U1 NUs) + (Uz NUs),
Vs = (U NU,) + Us, Vi = (Uy + Us) N (Ug + Us).

(i) Zeige, dass Vo C V4 und V3 C Vj gilt.
(ii) Gib ein Beispiel fiir W, Uy, Us, Uz an, in dem Vi # V5 und V3 # Vj gilt.

(iii) Zeige durch wiederholte Anwendung der Dimensionsformel fiir Untervektorrdume, dass dim V; —
dim V5 + dim V3 — dim V; = 0 gilt.

(iv) Andert sich die Differenz dim Vi — dim Vs, wenn man in der Definition von Vi und Vs die
Rollen von Uy, Us und Uj vertauscht?
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