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Übungsblatt 11

Abgabe 20.01.2012

Aufgabe 1:

Sei n eine natürliche Zahl.

(i) Wie viele Multiplikationen und Divisionen sind nötig, um die Determinante einer Matrix
A ∈Mn(Q) zu berechnen,

(a) wenn man die Formel von Leibniz benutzt,

(b) wenn man sukzessive nach der jeweils letzten Zeile entwickelt und sich dabei alle berech-
neten Werte von Unterdeterminanten für den weiteren Verlauf der Rechnung merkt,

(c) wenn man das Gaußsche Eliminationsverfahren anwendet?

(ii) Wieviel Rechenzeit benötigt ein Computer zum Berechnen einer Determinante im Fall n = 25
mindestens,

(a) wenn er nach Methode (i), (a) vorgeht und für jede Multiplikation bzw. Division 3·10−19

Sekunden benötigt

(b) wenn er nach Methode (i), (c) vorgeht, aber in jeder Sekunde nur 3000 Multiplikationen
bzw. Divisionen schafft.

(Bemerkung: Vorzeichenänderungen sollen stets vernachlässigt werden.)

Aufgabe 2:

(i) Seien i, j ∈ {1, . . . , n} und seien xkl ∈ R für (k, l) 6= (i, j). Für x ∈ R sei A(x) = (akl) ∈
Mn(R) die Matrix

akl =

{
xkl (k, l) 6= (i, j)

x (k, l) = (i, j).

Zeige, dass die Abbildung
x 7−→ detA(x)

eine differenzierbare Abbildung mit Ableitung x 7→ Adj(A(x))ji ist.

Hierbei ist Adj(A) = Ã wie folgt definiert: Der Eintrag (−1)i+jÃij ist die Determinante
derjenigen (n− 1)× (n− 1) Matrix, die aus A durch streichen der j-ten Zeile und der i-ten
Spalte entsteht.

(ii) Sei B : R→ GLn(R) eine differenzierbare Abbildung (d.h. die Abbildungen x 7→ B(x)ij sind
differenzierbar). Zeige, dass

x 7−→ detB(x)

eine differenzierbare Abbildung ist.

(c) Sei nun C(x) die Matrix (C(x))ij =
dB(x)ij

dx . Zeige

ddetB(x)

dx
=
(

detB(x)
)
· Spur

(
B(x)−1C(x)

)



Aufgabe 3:

Sei K ein Körper und n eine natürliche Zahl. Es seien a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ K gegeben, so dass
ai + bj 6= 0 für alle i und j gilt. Die Matrix C = (cij) ∈Mn(K) sei definiert durch

cij =
1

ai + bj
.

Zeige:

detC =

n∏
i=1

( n∏
j=1

1

ai + bj

)
·
∏

1≤i<j≤n

((ai − aj)(bi − bj)).

(Hinweis: elementare Spaltenumformungen, Entwickeln nach der letzten Zeile und Induktion)

Aufgabe 4: Berechne die Eigenwerte und Eigenvektoren der folgenden Matrizen über Q und
entscheide, ob die Matrizen diagonalisierbar sind:

A =

−2 1 2
6 2 −3
−2 2 3

 , B =

2 0 −3
0 2 −3
0 0 −1

 .
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