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2. Semesterwoche

Aufgabe 1:

Seien a und b reelle Zahlen. Beweise, dass das Gleichungssystem

axr + by — a’z =0
y + (b—2a)z =0

br — by + a’z =0

genau dann eine von (0,0,0) verschiedene Losung besitzt, wenn entweder a = b oder a = —b gilt.
Bestimme in diesen Féllen die genaue Losungsmenge.

Aufgabe 2:

(a) Gibt es ein lineares Gleichungssystem in zwei Unbekannten iiber den reellen Zahlen, dessen
Losungsmenge die Menge {(x,2) | © 4+ 2y = 0} ist ?

(b) Gibt es ein lineares Gleichungssystem in zwei Unbekannten iiber den reellen Zahlen, dessen
Losungsmenge die Menge {(z, 2) | 22 —y = 0} ist ?

Aufgabe 3:

Es sei n eine ganze Zahl. Zeige, dass das Gleichungssystem

nw + (n+l)y + (n+2)z =0
n+3)x + (n+4)y + (n+5)z =
n+6)x + (n+7y + (n+8z =0

nicht nur die triviale Losung besitzt.

Aufgabe 4:

Es seien aq,...,a, und by,..., b, reelle Zahlen mit a; # b; fiir alle i. Zeige, dass das Gleichungs-
system

I =+ T2 —+ I3 —+ - —+ I'n+1 = 0
bizy1 + aize + azz + ... + ajxpy =0
+ +

biz1 + boxs asxs + a2Zp+1 =0

blxl + bQZEQ + b3$3 + ... + AnTp41 = 0

nur die triviale Losung besitzt.
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Aufgabe 1:

Sei FF = {0,1,a} ein dreielementige Menge. Zeige, dass es genau eine Moglichkeit gibt auf F' die
Struktur eines Korpers zu erkldren, so dass 0 das neutrale Element der Addition und 1 das neutrale
Element der Multiplikation ist. Gehe dazu wie folgt vor.

(i) Zeige, dassa=1+1= —1in F gelten muss.

(ii) Stelle Additions- und Multiplikationstafeln fiir F' auf und begriinde, dass es hierfiir nur eine
Moglichkeit gibt.

(iii) Zeige, dass es eine surjektive Abbildung Z — F gibt, fiir die f(a + b) = f(a) + f(b) sowie
f(ab) = f(a)f(b) gilt. Folgere daraus die Giiltigkeit der Assoziatv- und Distributivgesetze in
F.

Aufgabe 2:

Zeige, dass Q(v/2) = {z € R | es gibt a,b € Q mit x = a+bv/2} mit der Addition und Multiplikation
der reellen Zahlen ein Korper ist.

Aufgabe 3:

(i) Veranschauliche die Unterriume U = {(x,y) € R? | z —y = 0} und V = {a(2,1) | a € R}
des R?, sowie deren Durchschnitt, Summe und Vereinigung geometrisch.

(ii) (a) Ist {(z,y) € R | zy = 1} ein Untervektorraum von R??
(b) Ist {(z,y) € R| 2% + y? = 0} ein Untervektorraum von R??

(c) Ist Q ein Untervektorraum von R?

Aufgabe 4:
Sei K ein Korper.

(i) Bestimme alle Untervektorrdume des K-Vektorraums K.

(i) Bestimme alle Untervektorriume des K-Vektorraums K?2.
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Aufgabe 1:

(i) Auf einer Menge V sei eine assoziative Verkniipfung @ mit neutralem Element e € V definiert,
d.h.
(a) a® (0B c)=(a®b) ®c fiir alle a,b,c €V,
(b) ade=ePa=afiraleacV.

Ferner gelte
(c) a@a=cefiraleaecV.

Sei Fo = {0,1} der Kérper mit 2 Elementen und definiere eine Verkniipfung © : Fo x V — V
durch
0Ga=e, 10a=afiralleaeV.

Zeige, dass V' mit den oben definierten Verkniipfungen @ und ® ein Fy-Vektorraum ist.

(ii) Sei M eine Menge und V = P(M) ihre Potenzmenge, also die Menge aller Teilmengen von
M. Setze e = ) € P(M) und
A®B=(AUB)\(ANB)

fir A, B € P(M). Zeige, dass die Bedingungen (a), (b) und (c) aus Teil (i) erfiillt sind.

Aufgabe 2:

Erzeugen die folgenden Vektoren den Vektorraum Q*?

2 1 3 -1
-1 1 0 -1
317 1-2) 1]’ 1
0 1 -1 1

Aufgabe 3:

Sei M = {1,2,3,4,5,6,7} und fasse die Potenzmenge P(M) wie in Aufgabe 1 als Fo-Vektorraum
auf.

(i) Berechne samtliche Linearkombinationen der folgenden Vektoren in P(M):
a={1,67}, b={257}, c={3,56}, d={4,56,7}.
Sind diese vier Vektoren linear abhingig.

(ii) Bestimme eine Basis von P(M).

Aufgabe 4:

Es sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Ferner seien a; € K und v; € V, i = 1,2, 3, wobei
a1, a3 # 0. Es gelte
a1v1 + agV2 + azvy = 0.

Zeige, dass (v1,v2) = (va,v3) gilt.
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Aufgabe 1:
Es V = R[X] die Menge aller Polynome in der Unbestimmten X mit reellen Koeffizienten, d.h.

V={>" aX'|acR}
(i) Zeige, dass V ein R-Vektorraum ist.
(ii) Gib eine Basis von V an.
(iii) Fiir welche natiirliche Zahl n > 2 bilden die n + 1 Polynome
(X)) =X+1, pp(X) =X>+ X, p3(X) =X>+ X? ..., pu(X) = X"+ X"
und py,+1(X) =1+ X" eine linear unabhingige Menge von V'?

Aufgabe 2:
Sei n > 2 und K ein Koérper. Sei U der folgende Unterraum des K™:

U:{(xly...7In,) c K" | 1+ xo+ -+ :0}
Zeige, dass die Elemente

bl = (17_170707"'70)7
by = (0,1,—1,0,...,0),

bn—1=1(0,0,...,0,1,-1)
eine Basis von U bilden. Schreibe ein Element (z1,...,2,) in U als Linearkombination der b;.

Aufgabe 3:

Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Seien A, B C V Teilmengen. Beweise oder widerlege
die folgenden Aussagen.

(i) (AN B) C (4)N(B),

(i) (AN B) > (4)N(B),

(iii) ({(4) N (B)) = (4) N(B),
) (AUB) = (4) + (B).

(iv

Aufgabe 4:
Sei n > 1 und seien Uy, ..., U, endlich dimensionale Unterrdume eines K-Vektorraums V. Zeige:

n n
dim(Uy + -+ Up) = Y _dimU; = Y _dim(Uy + -+ + Ui1) N ;.
=1 1=2
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Aufgabe 1:
(i) Bestimme den Rang der Matrix.
31 1 4
A4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3

in Abangigkeit von A € R.

(i) Sei A = (ai;) eine m x n-Matrix mit a;; € Q C R. Zeige, dass der Rang von A iiber Q mit
dem Rang von A iiber R iibereinstimmt.

Aufgabe 2:

Zeige, dass der Rang einer Matrix gleich dem Maximum der Rénge aller quadratischen Unterma-
trizen ist.

Aufgabe 3:

Welche der folgenden Abbildungen K2 — K? sind linear?
(i) K=Qund (z,y,2) — (4z + z,y).
(ii) K =Fy und (z,9,2) = (z +y,y + 2).

(iii) K = Q und (z,y,2) — (y2,2).
)

(iv) K =T und (z,vy,2) — (y2, ).
Aufgabe 4:
Fiir ein a = (aq,...,a,) € R" sei f, : R — R die Abbildung

z=(T1,...,%n) —> Zi:l a; ;.
(i) Zeige, dass f, linear ist und dass alle linearen Abbildungen R™ — R von dieser Gestalt sind.
(ii) Zeige, dass die Menge H = {x € R" | f(z) = 0} C R™ ein Teilraum ist.

(iii) Bestimme die Dimension von H.
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Aufgabe 1:

(i) Sei K ein Korper, seien V, W endlich dimensionale K-Vektorrdume und seien f,g: V — W
lineare Abbildungen mit V' = ker f + kerg und W = im f 4 im g. Zeige, dass f + g surjektiv
ist.

(ii) Zeige anhand eines Beispiels, dass im Allgemeinen die Summer zweier surjektiver linearer
Abbildungen nicht surjektiv ist.

Aufgabe 2:

Sei f ein Endomorphismus eines Vektorraumes V mit f? = f. Zeige, dass ker f und im f Komple-
mentédrrdume in V sind.

Aufgabe 3:

Seien f : U — V und g : V — W lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen K-
Vektorrdumen. Zeige:

rg f+1gg —dim W <rg(go f) < min(rg f,1gg).

Aufgabe 4:

Seien f: U — V und g : V — W lineare Abbildungen zwischen K-Vektorrdumen. Zeige: Ist g o f
ein Isomorphismus, so sind im f und ker ¢ Komplementarrdume in V.
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Aufgabe 1:

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Sei f : V' — K eine lineare Abbildung, die nicht
die Nullabbildung ist. Zeige: Ist v € V'\ker f, so sind ker f und (v) Komplementérrdume in V.

Aufgabe 2:

Sei K ein Kérper und seien A\;; € K, 1 <14 < j < n. Betrachte die folgenden n x n-Matrizen mit
Koeffizienten in K:

0 1 0o ... ... 0 0 Ao ... ... ... An
Ny = , Ny =
0
: B 1 >\n—1,n
o ... ... ... ... 0 0 ... ... ... ... 0

Sei M der K-Vektorraum der n x n-Matrizen mit Koeflizienten in K. Zeige:
(i) Die Menge Vy = {x € M | XNy = Ny X} ist ein Unterraum der Dimension n von M.
(ii) Die Menge Vi3 = {X € M | XNy = N1 X} ist ein Unterraum der Dimension n.

Aufgabe 3:

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und seien U, W C V Komplementirriume in V.
Beriinde, dass H; = Hom(U,U), Hy = Hom(U, W), H3 = Hom(W,W) und H, = Hom(W,U) in
natiirlicher Weise Unterrdume von Hom(V, V) sind und zeige, dass fiir alle i stets H; N> j2iH;j =0
ist, und dass Hy + Hs + H3 + Hy = Hom(V, V) gilt.

Aufgabe 4:

Sei V ein K-Vektorraum und sei f : V' — V ein Endomorphismus, so dass fiir jedes v € V ein
n € N mit f”(v) = 0 existiert. Zeige, dass die Abbildung id — f ein Isomorphismus ist.
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Aufgabe 1:

(i) Sei K ein Kérper und seien a, b, ¢,d € K mit ad — bc # 0. Zeige, dass die Matrix

a b
A pu—
)
invertierbar ist und berechne die inverse Matrix.

(ii) Sei fiir i = 1,...,m die Matrix A; eine invertierbare n; X n;-Matrix. Zeige, dass die Matrix

Ay
A

invertierbar ist und berechne ihr Inverses.

Aufgabe 2:

Sei K ein Korper und V' der K-Vektorraum der 2 x 2 Matrizen iiber K. Sei A € V eine feste
2 x 2-Matrix. Die lineare Abbildung L4 : V — V sei definiert durch X — AX — X A.

(i) Durch welche Matrix wird L4 beziiglich der Standardbasis

(10 (01 (00 (00
=10 0/)7%27 o 0) 71 0) %" \o 1

von V beschrieben, wenn A = (Z Z) ist.

(ii) Berechne dim(im L4) und dim(ker L4) in Abhingigkeit von der Matrix A.
(iii) Gib im Fall L4 # 0 eine Basis von ker L4 an.

(iv) Gib einen von A unabhéngigen 3-dimensionalen Unterraum W C V an, so dass im Ly C W
fiir alle A € V gilt.

Aufgabe 3:

Sei K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen und sei n > 1.
(i) Bestimme die Anzahl der Elemente von K™.

(ii) Bestimme die Anzahl der Elemente von GL, (K).



Aufgabe 4:

Sei K ein Korper und n > 2 eine natiirliche Zahl. Untersuche, welche der folgenden Teilmengen
von GL,(K) Untergruppen sind.

(i
(ii

) D = {A=(a;;) € GLn(K) | ai; = 0 fiir alle i # j},
)
(ili) G = {A = (ai;) € GLn(K) | ay; = 1 fiir alle i},
)
)

D
D' =DU{A = (a;j) € GL,(K) | a;; =0 fiir alle i #n — j + 1},

(iv) O={A€GL,(K)|A-'A=E,},

(v) Nun sei K = Q. Ist H = {A = (a;5) € GL,(K) | a;; € Z fiir alle i, 5} eine Untergruppe von
GL,(K)?
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Aufgabe 1:

Sei K ein Korper, n > 2 und sei A = (aij)ij=1..n € GLp(K). Zeige: die im Sinne der Bruhat-
Zerlegung zu A gehorige Permutation ist genau dann durch die Permutation

(1 2 ...mn
7T \n n-1 ... 1
gegeben, wenn fiir alle m € {1,...,n — 1} die Matrix

Am = (aij)i:n—m+1,...,n € Mm(K)

j=1,....m

invertierbar ist.

Aufgabe 2:

Sei K ein Korper. Beweise die folgende Variante der Bruhat-Zerlegung: Zu jeder Matrix A €
GL,(K) gibt es eine eindeutig bestimmte Permutation o € S,, und eindeutig bestimmte Matrizen
Uecl,, BeBmit A=BP,U.

Aufgabe 3:

Sei K ein Korper und seien ¢ < n natiirliche Zahlen. Sei o die Transposition 7; ;41 € S,,. Zeige,
dass die Menge B U BP,B eine Untergruppe von GL,, (K) ist.

(Die Umkehrung ist auch richtig, aber wesentlich schwieriger zu zeigen: Ist o € S,, derart, dass
B U BP,B eine Untergruppe ist, so hat o die Form 7; ;11.)

Aufgabe 4:

(i) Sei K ein Kérper, n eine natiirliche Zahl, o € S,,. Zeige, dass die Untergruppe U, von GL,, (K)
in der Gruppe SL, (K) enthalten ist.

(ii) Sei K ein Korper. Bezeichne mit 7 die Transposition 712 € Sa. Sei

By, P — (_01 (1)) € SLy(K).

Sei B = BN SLy(K). Beweise: Jede Matrix A € SLy(K) hat eine Darstellung der Form
A=UP!,B mit o € S2, U €U, und B € B'. Dabei sind o, U und B eindeutig bestimmt.



Prof. Dr. M. Rapoport
Dr. E. Hellmann WS 2011/12
Prisenzaufgaben, Lineare Algebra I

11. Semesterwoche

Aufgabe 1:

(i) Sei G eine Gruppe, h € G ein Element. Zeige, dass die Abbildung ¢;, : G — G, g — hgh™!
ein Isomorphismus ist.

(ii) Sei K ein Korper und n > 2 eine natiirliche Zahl. Die Abbildung J : GL,(K) — M, (K) sei
definiert durch

Zeige:

(a) J(A)=("A)~"

(b) ( ) € GLn( ) fiir alle A € GL,,(K).
(c) J

(d) J ist ein Automorphlsmus von GL, (K).
(e) J bildet SL,, bijektiv auf sich ab.

(iii) Zeige, dass die Abbildung J : SL,(K) — SL,(K) genau dann von der Form ¢, mit h €
SL, (K) ist, wenn n = 2 gilt.

Aufgabe 2

Sei K ein Koérper und seien aq, . ..,a, und by, ..., b, € K. Zeige:
1 1 1 1 ... 1
bl a; ay aip ... al
bi by as as ... a9 n

det bl b2 bg as ... as = H(a’

. . . . . i=1
bl b2 b3 b4 . Qp,

Aufgabe 3:

Sei K ein Korper und n > 1 eine natiirliche Zahl. Bezeichne E € M, (K) die Einheitsmatrix. Sei
A€ M,(K)mit A-'A = E. Zeige, dass det A € {1, —1}.

Insbesondere gilt fiir o € S,,: det P, € {1, —1}.
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Aufgabe 1:

Sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Seien f und ¢ Endomorphismen
von V mit fo f= fund gog=idy.

(i) Bestimme, welche Elemente von K als Eigenwerte von f bzw. g auftreten kénnen.
(ii) Zeige: Die Abbildung f is diagonalisierbar.

(iii) Es gelte 1 +1 # 0 in K. Zeige, dass dann ¢ diagonalisierbar ist. Zeige, dass die Zusatzbedin-
gung tatséchlich notwendig ist.

Aufgabe 2:
Sei A € M3(R). Zeige:

(i) A hat zwei verschiedene reelle Eigenwerte < 4det A < (tr A)?. In diesem Fall ist A iiber R
diagonalisierbar.

(ii) A hat zwei konjugiert komplex Eigenwerte <> 4det A > (tr A)2. In diesem Fall ist A iiber C
diagonalisierbar.

(iii) A hat einen reellen Eigenwert < 4det A = (tr A)2. Ist A in diesem Fall diagonalisierbar?

Aufgabe 3:
Berechne alle irreduziblen Polynome vom Grad < 4 in K[X] fiir

(1) KZFQv
(i) K = Fs.
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Aufgabe 1:
Sei A € M3(K) und fasse M3(K) als K-Vektorraum auf. Wann ist die lineare Abbildung

Ly:My(K)— My(K), B— AB— BA
diagonalisierbar? Wann ist L4 trigonalisierbar?

Aufgabe 2:

(i) Berechne die Eigenvektoren und Eigenwerte der Matrix
11

(ii) Wir definieren die Fibonacci-Folge (uy)neny durch uy = ug = 1 und ty19 = upt1 + up fiir
n > 1. Fiir die Matrix A aus Teil (i) gilt also:

Un_;,_g _ An 1
Un+1 1/

Schreibe (1) als Linearkombination von Eigenvektoren und berechne damit (Z"H).
n+1

(iii) Folgere u, = %((”ﬁ)" - (%ﬁ)n)

Aufgabe 3:
Sei D : Q[X] — Q[X] die durch Y ;" ja; X" — Y1 | ia; X'~ definierte Abbildung.

(i) Zeige, dass D linear ist und folgere, dass D(fg) = fD(g) + gD(f) fiir alle f, g € Q[X] gilt.
(ii) Bestimme den Kern und das Bild von D.
Sei Mx : Q[X] — Q[X] die durch f + X - f definierte Abbildung.
(iii) Bestimme sédmtliche Eigenwerte von Mx o D und D o Mx.

(iv) Zeige, dass Q[X] eine Basis aus Eigenvektoren von My o D bzw. D o Mx besitzt.



