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Aufgabe 1: (5+5 Punkte)

Sei f : Q4 → Q3 die lineare Abbildung, die bezüglich der Standardbasen durch

A =

2 1 2 −6
1 1 −1 1
5 4 −1 −3


gegeben ist. Bestimmen Sie Basen von Ker f und Im f .

Aufgabe 2: (6+6 Punkte)

Sei n ≥ 1 und sei K ein Körper. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei v1, . . . , vn+1 ∈ V
ein Erzeugendensystem von V , sodass {v1, . . . , vn+1}\{vi} für alle i ∈ {1, . . . , n+ 1} ebenfalls ein
Erzeugendensystem von V ist. Zeigen Sie:

(i) Es existieren α1, . . . , αn+1 ∈ K\{0}, so dass
∑n+1

i=1 αivi = 0.

(ii) Seien β1, . . . , βn+1 ∈ K Elemente mit
∑n+1

i=1 βivi = 0. Dann existiert ein γ ∈ K, so dass
βi = γαi für alle i ∈ {1, . . . , n+ 1} gilt. (Hierbei sind die αi die Elemente aus Teil (i).)

Aufgabe 3: (5+8+2 Punkte)

Sei

A =

−4 −4 −6
8 2 −8
−2 0 4


(i) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A.

(ii) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenräume von A über C.

(iii) Ist A über R diagonalisierbar?

Aufgabe 4: (7 Punkte)

Sei K ein Körper und seien b2, . . . , bn, c2, . . . , cn ∈ K. Zeigen Sie:

det


1 0 . . . 0 bn
0 1 . . . 0 bn−1

...
...

. . .
...

...
0 0 . . . 1 b2
cn cn−1 . . . c2 1

 = 1− b2c2 − · · · − bncn.

Aufgabe 5: (6+10 Punkte)

Sei n ≥ 1 und sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Sei f : V → V ein Endomorphismus mit
fn = 0. Zeigen Sie: Genau dann existiert ein Vektor v ∈ V , sodass v, f(v), f2(v), . . . , fn−1(v) eine
Basis von V bildet, wenn dimKer f = 1.



Aufgabe 6: (7+6 Punkte)

Für eine lineare Abbildung F : V → W zwischen endlich-dimensionalen K-Vektorräumen setzen
wir rgF = dim ImF .

Seien V1, V2 und V3 endlich-dimensionale K-Vektorräume und seien f : V1 → V2 und g : V2 → V3
lineare Abbildungen. Zeigen Sie:

rg f + rg g − dimV2 ≤ rg(g ◦ f) ≤ min(rg g, rg f).

Aufgabe 7: (7 Punkte1)

Seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorräume, und seien f, g : V → V und h : V → W
lineare Abbildungen. Ferner sei v1, . . . , vn eine linear unabhängige Teilmenge von V . Entscheiden
Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind.

Falls f trigonalisierbar ist und f2 diagonalisierbar ist, so ist f diagonalisierbar.
� wahr � falsch

{ϕ ∈ V ∗ | ϕ(vi) = 0, i = 1, . . . , n} ist Unterraum von V ∗ der Dimension dimV − n.
� wahr � falsch

Sind f und g diagonalisierbar, so ist g ◦ f diagonalisierbar.
� wahr � falsch

Seien a, b ∈ K. Falls

(
b a
0 b

)
diagonalisierbar ist, so ist a = 0.

� wahr � falsch

Falls h injektiv ist und h(v1), . . . , h(vn) eine Basis von W , so ist v1, . . . , vn eine Basis von V .
� wahr � falsch

Falls U ⊂ V ein Komplementärraum zu Kerh ist, so ist h|U injektiv.
� wahr � falsch

Sei vn+1 ∈ 〈v1, . . . , vn〉. Dann gibt es ein i ∈ {1, . . . , n} mit

〈v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn, vn+1〉 ∩ 〈vi〉 6= 0.

� wahr � falsch

1Für jede richtige Antwort gibt es einen Punkt, für jede falsche Antwort gibt es einen Punkt Abzug. Insgesamt
gibt es für diese Aufgabe aber mindestens 0 Punkte.


