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Aufgabe 45

Seien X, Y noethersche Schemata, sei f : X → Y ein separierter Morphismus
von endlichem Typ, und sei u : Y ′ → Y ein Morphismus. Sei X ′ = X×Y Y ′ und
seien v : X ′ → X, g : X ′ → Y ′ die Projektionen.

a) Man hat für alle i ≥ 0 und quasi-kohärenten OX -Moduln F natürliche
Morphismen

u∗Rif∗F → Rig∗(v∗F ).

b) Ist u flach, so sind die Morphismen in a) Isomorphismen.

Aufgabe 46

Sei k ein Körper und X = P1
k.

a) Sei E ein lokalfreier OX -Modul von endlichem Rang r. Es gibt ein d ∈ Z und
einen nicht-trivialen Homomorphismus O(d)→ E .

b) Ist d in a) maximal, so ist der Quotient E /O(d) lokalfrei vom Rang r−1. (Ist
A ein reduzierter lokaler Ring, M ein endlich erzeugter A-Modul, und r ≥ 0,
so dass für alle Primideale p ⊂ A das Tensorprodukt M ⊗Ap/pAp Dimension r
über Ap/pAp hat, so ist M frei.)

c) Seien d < d′ ganze Zahlen und

0→ O(d)→ E → O(d′)→ 0

eine kurze exakte Sequenz von lokalfreien OX -Moduln. Zeige: es existiert d′′ > d
und ein nicht-trivialer Homomorphismus O(d′′)→ E .

d) Sei E ein lokalfreier OX -Modul von endlichem Rang r. Zeige, dass ganze
Zahlen n1, . . . , nr existieren, so dass

E ∼=
r⊕

i=1

O(ni)

gilt, und dass die ni bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind.

Bemerkung. Vergleiche [1], [2].

Aufgabe 47

Sei A ein Ring, Y = Spec A, n ≥ 1, S = A[X0, . . . , Xn], und X = Proj S = Pn
A.

Seien e0, . . . , en+1 die Standard-Basisvektoren (jeweils vom Grad 1) des freien



S-Moduls S(−1)n+1. Sei α : S(−1)n+1 → S der S-Modulhomomorphismus ei 7→
Xi. Sei β : O(−1)⊕n+1 → OX der von α induzierte Morphismus.

Zeige: ΩX/Y
∼= ker β. Was bedeutet das im Fall n = 1?

Aufgabe 48

Seien k ein Körper, und X = Spec k[X, Y ]/(Y 2−X2(X +1)). Zeige anhand ver-
schiedener der in der Vorlesung besprochenen Kriterien, dass der Morphismus
X → Spec k nicht glatt ist.
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