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Aufgabe 33

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, seien 0 < r < n ganze Zahlen.
Wir bezeichnen mit G die Grassmann-Varietit Grass, (k) iiber k.

a)

Sei ey, ..., e, die Standard-Basis von k", und sei Uy = (e1,...,e,). Sei P
der Stabilisator von Uy in GL, (k). Beschreibe P in Termen von Block-
matrizen.

Sei g € GL, (k). Zeige, dass die Abbildung G — G, U — gU, ein Morphis-
mus von Prévarietdten ist.

Zeige, dass die P-Bahnen in G gerade die Teilmengen der Form
0, ={U €@G; dimUNUy =i}, i=rr—1,...,max(0,7 — (n — 1))
sind.

Zeige, dass der Abschluss O; von O; die Teilmenge

{UeG; dmUNTy =i} = O,

Ji

ist. Hinweis: Der schwierigere Teil ist zu zeigen, dass jeder Punkt der
angegebenen Teilmenge im Abschluss von O; liegt. Induktiv geniigt es,
zu zeigen, dass O;11 im Abschluss von O; liegt. Zeige, dass es wegen
der P-Operation ausreicht, zu zeigen, dass irgendein Punkt von O;41 im
Abschluss von O; liegt. Gib eine Familie von n x r-Matrizen mit Eintrigen
0, 1 und an einer Stelle ¢ an, die Unterrdume in O; (fiir ¢t € £*) bzw. in
O;41 (fir t = 0) beschreiben.

Aufgabe 34

a)

b)

Sei X ein nicht-leeres quasi-kompaktes Schema. Zeige, dass X einen ab-
geschlossenen Punkt besitzt.

Sei X ein quasi-kompaktes Schema, das genau einen abgeschlossenen
Punkt hat. Zeige, dass X isomorph ist zum Spektrum eines lokalen Ringes.



Aufgabe 35
Zeige:

a) Ein Schema X ist genau dann reduziert, wenn fiir alle offenen Teilmengen
U C X der Ring I'(U, Ox) reduziert ist.

b) Ein Schema X ist genau dann integer, wenn fiir alle offenen Teilmengen
U C X der Ring I'(U, Ox) ein Integritétsring ist.

c) Ist X ein integres Schema, und ist z € X, so ist der Halm Ox, ein
Integritétsring. Gib ein Beispiel eines Schemas an, dessen Halme sédmtlich
Integritatsringe sind, das aber nicht integer ist.

Aufgabe 36

FEin Morphismus f: X — Y von Schemata heifit quasi-kompakt, wenn fiir jede
quasi-kompakte offene Teilmenge V' C Y das Urbild f~1(V) quasi-kompakt ist.

Sei f: X — Y ein Morphismus, und sei Y = (J, V; eine affine offene Uber-
deckung, so dass fiir alle i die Menge f~'(V;) quasi-kompakt ist. Zeige, dass
dann f quasi-kompakt ist.



