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Die Funktion dieses Skripts besteht darin, den Stand der Vorlesung festzuhalten. Es
enthilt insbesondere nicht alles was in der Vorlesung gesagt wird. Ich empfehle zusitz-
lich folgende Literatur.

« H. Amann, J. Escher, Analysis I Die umfassende und moderne deutschsprachige
Einfiihrung in die Analysis. Eignet sich sowohl als Erkldrung als auch als Nach-
schlagewerk.

« T. Tao, Analysis I. Dieses Buch nimmt die logischen und mengentheoretischen
Grundlagen der Analysis ernst.

« O. Forster, Ubungsbuch zu Analysis 1. Enthilt viele Aufgaben, manche davon mit
Losungen. Niitzlich zur Priifungsvorbereitung und falls Sie zusitzliche Beispiele
brauchen wie die Bearbeitung einer Ubungsaufgabe aussehen kann.

Folgende Literatur kann ebenfalls von Interesse sein.
« O. Forster, Analysis 1.

« K. Konigsberger, Analysis 1. Zwei klassische Lehrbiicher die fiir den Grofiteil die-
ser Vorlesung, mit Ausnahme der Grundlagen, sehr gut geignet sind.

+ S. Hildebrandt, Analysis 1. Enthilt viele historische Informationen. Ich empfeh-
le diese bei Interesse am Ende des Semesters zu lesen, da die Geschichte ohne
Kenntnis aller darin auftauchenden Begriffe unverstindlich bleibt.

This work is licensed under the Creative Commons Attribution-ShareAlike 4.0 In-
ternational License. To view a copy of this license, visit

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/
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1 Natiirliche Zahlen und vollstandige Induktion

Das erste Ziel zu Beginn dieser Vorlesung besteht darin, Sie mit der Sprache der Mathe-
matik vertraut zu machen. Ein Glossar der verwendeten Begriffe findet sich im Skript
von Herrn Lesch. Wir werden die Begriffe nicht alle auf einmal einfiihren, sondern nach
und nach wenn sie benotigt werden.

Ein weiteres Ziel besteht darin, zu vermitteln wie ein mathematischer Beweis funk-
tioniert. Dafiir ist es ideal, die Eigenschaften ganzer Zahlen zu studieren, weil Sie mit
diesen Eigenschaften ldngst vertraut sind und sich deshalb auf die mathematische Ar-
gumentation und die logischen Zusammenhénge konzentrieren kénnen.

Definition 1.1 (Peano-Axiome fiir die natiirlichen Zahlen). Die natiirlichen Zahlen
sind ein Tripel (N, 0, S), wobei N eine Menge ist und S eine Abbildung, das die folgenden
Axiome erfiillt:

PO 0 ist ein Element von N. Es wird die Null genannt.

PS S ist eine Abbildung von N nach N. Fiir ein n € N heif3t S(n) der Nachfolger von n
(engl. successor).

PInj S ist eine injektive Abbildung, das heifit, fiir verschiedene m,n € N sind auch
S(m), S(n) verschieden.

PS+#0 Fiirallen € Nist S(n) # 0

PInd (Induktionsprinzip) Sei P(n) eine Eigenschaft einer natiirlichen Zahl die die Werte
Srichtig® oder ,falsch“ annehmen kann. Man nehme an dass P(0) gilt und dass fiir
jedes n € N fiir das P(n) gilt, auch P(S(n)) gilt. Dann gilt P(n) fiir allen € N.

Axiome sind eine spezielle Art von Annahmen. Der Unterschied zwischen ,,Axiom*
und ,,Annahme* ist dass ein Axiom nach seiner Einfiihrung stillschweigend immer an-
genommen wird, wihrend weitere Annahmen in jedem Lemma/Proposition/Theorem
neu getroffen werden.

Die Peano-Axiome lassen sich in Symbolen wie folgt darstellen.

PO 0N
PS S:N-N
PInj (vx,y € N)(S(x) = S(») = x =)
PS#0 (Vx € N)S(x) # 0
PInd (P(0) A (Vn € N)(P(n) = P(S(n)))) = (Vn € N)P(n).

Definition 1.2. Eine Aussage ist ein Ausdruck der die Werte ,wahr* (1, T) oder , falsch*
(0, L) annehmen kann. Wenn A, B Aussagen sind, kénnen wir folgende neue Aussagen
bilden, die abhdiingig von den Werten von A und B folgende Werte annhemen:

A -A
Negation

0 1

1 0



A B AVB AAB A = B A < B A<= B
oder und impliziert wird impliziertvon ist dquivalent zu

0 O 0 0 1 1 1

0 1 1 0 1 0 0

1 0 1 0 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1

Definition 1.3 (Dezimalzahlen, informell). 1 := S(0),2 := S(1),3 := S(2),... Damit
ist
N=1{0,1,23,..)

Die Peano-Axiome gelten aber auch in anderen Modellen, z.B. fiir romische oder
undre (Strichliste) Zahlen. Besonders wichtig sind binédre Zahlen; diese und Algorith-
men fiir den Umgang mit ihnen bilden ein weitldufiges Thema in der Informatik und
Numerik.

Beispiel. Um den Sinn aller Axiome zu verdeutlichen geben wir Beispiele von Zahlen-
systemen an die jeweils genau ein Axiom nicht erfiillen.
PO nicht erfiillt:
o ={}
PInj nicht erfiillt:
{0,1}, S(0)=1,51)=1.
PS#£0 nicht erfiillt (uint8_t in C++):

{0,...,255}, S(0) =1,S(1) = 2,...,S(254) = 255, S(255) = 0.

PInd nicht erfiillt: Zwei Kopien natiirlicher Zahlen, sagen wir {0,0’, 1, ', ...} mit S(n) =
n+1und S(n") = (n+1)'. Das Induktionsprinzip ist verletzt fiir die (mangels geeigneter
Sprache noch vage formulierte) Aussage ,,n hat keinen Strich®.

Die ganzen Zahlen Z = {...,—1,0, 1, ...} mit S(n) = n + 1 erfiillen weder PS#0 (weil
S(—1) = 0) noch PInd (sei z.B. P(n) die Aussage ,,n > 0“).

1.1 Addition

Definition 1.4. Eine Addition auf N ist eine Verkniipfung (Abbildung)
+:NxN->N, (a,b)—~a+b

die geordnete Paare natiirlicher Zahlen auf natiirliche Zahlen abbildet und folgende Ei-
genschaften erfiillt:

0+ (VneN)0O+n=n,
S+ (Vm,n € N)S(n) + m = S(n + m).

Wir werden spiter, wenn wir Mengentheorie behandeln, sehen dass eine solche Ad-
dition existiert und eindeutig ist. Momentan kénnen wir das noch nicht tun, weil wir
nicht genau definiert haben was eine Abbildung ist. Wir nehmen aber vorerst an dass
eine Addition gegeben ist und fiihren unseren ersten mathematischen Beweis.

Lemma 1.5 (+0). (Vn e N)n+ 0 =n.

Ein Lemma/Proposition/Theorem/Korollar ist eine Aussage die mithilfe logischer
Schlussregeln und ggf. Axiome bewiesen wird. Verschiedene Namen dienen lediglich
dazu, die Wichtigkeit der jeweiligen Aussage einzuordnen, es gibt keine logische Ab-
grenzung.

Lemma 1.5 folgt nicht unmittelbar aus der Annahme 04, weil wir noch nicht wissen
dassO+n=n+0.



Beweis. Wir verwenden das Induktionsprinzip mit der Aussage
P(n)=(m+0=n).

Die Schreibweise A = B hat eine dhnliche Bedeutung wie A <= B, mit dem Unter-
schied dass A und B per Definition dquivalent sind.

Das Induktionsprinzip hat die Form A = B, wobei B die Aussage dieses Lemmas
ist. Um B zu zeigen, reicht es in diesem Fall A zu zeigen. Diese Schlussregel heif3t modus
ponens oder Implikationsbeseitigung.

Die Aussage A ist wiederum von der Form AjAA;, wobei A, = P(0). Um die Aussage
Ay AA; zu zeigen, miissen wir sowohl A, als auch A, zeigen. Die Beweise dieser Teilaus-
sagen haben bei Benutzung des Induktionsprinzips spezielle Namen: Induktionanfang
und Induktionsschritt.

Induktionsanfang (IA): Wir miissen P(n) mit n = 0 zeigen. Fiir n = 0 gilt

0+
n+0=0+0=0.

Deshalb ist n + 0 = 0, und das ist P(n).
Induktionsschritt (IS): Wir miissen

(Yn e N)(P(n) = P(S(n)))

zeigen. Dafiir benutzen wir ein neues Beweismuster: um etwas fiir alle n zu zeigen,
reicht es n fest zu halten und es fiir dieses n zu zeigen.
Sei n € N fest. Wir miissen nun

P(n) = P(S(n))

zeigen. Neues Beweismuster: um eine Implikation A = B zu zeigen, nehmen wir A
an und zeigen dann B. In diesem Fall nehmen wir also an dass P(n) gilt. Die Aussage
P(n) heif3t die Induktionshypothese (IH).

Wir miissen P(S(n)) zeigen. Es gilt

S IH
S(n)+0 2 S(n+0) = S(n).
Deshalb ist S(n) + 0 = S(n), und das ist P(S(n)).
IH
Hier bedeutet = dass wir IH, also die Induktionshypothese angewendet haben. [

Lemma 1.6 (+1). (Vn e N)S(n) =n+ 1.

Beweis. Hausaufgabe (im Beweis diirfen nur die vorherigen Aussagen benutzt werden,
nicht die nachfolgenden.) O

Bemerkung. Nachdem Lemma +1 bekannt ist, kann das Induktionsprinzip wie folgt
umformuliert werden:

(P(O) A (VYn e N)(P(n) = P(n+1))) = (Yn € N)P(n) (PInd’)

In der parallelen VL Linearen Algebra 1 wird diese Version des Induktionsprinzips von
Anfang an benutzt, weil dort Rechenregeln fiir die Addition als gegeben vorausgesetzt
werden, wiahrend wir sie erst zeigen werden.

Lemma 1.7 (+S). (Vm,n € N)n + S(m) = S(n + m).



Beweis. Sei m € N fest. Wir zeigen per Induktion iiber n die Aussage
P(n) = (n+ S(m) = S(n + m)).

IA Sei n = 0. Dann
0+ S(m) = S(m) = S0+ m).

IS Sei n € N und sei P(n) bekannt. Wir wollen P(S(n)) zeigen:

S(n) + S(m) Z S+ S(m)) Z S(S(n+m) 2 S(S(n) + m). 0
Lemma 1.8 (Addition ist kommutativ). (Vm,n € \)n + m = m + n.

Beweis. Sei m € N fest. Wir benutzen Induktion iiber n € N.
1A

0+ +0
O+m=m=m+0.

s IH S
S(n)+m=+S(n+m)=S(m+n)+= m + S(n). O
Lemma 1.9 (Addition ist assoziativ). (Vm,n,p e N)(m+n)+ p=m+ (n+ p).

Assoziativitit ist eine sehr wichtige Eigenschalft, allgemeiner sehen Sie das wenn Sie
in der Linearen Algebra Gruppen betrachten. Dank Assoziativitat macht die Schreib-
weise m+n+ p Sinn, da es keinen Unterschied macht in welcher Reihenfolge summiert
wird. Ein gutes Beispiel in dem Assoziativitit nicht gilt sind die Gleitkommazahlen, die
fiir viele numerische Berechnungen verwendet werden; mehr dazu erfahren Sie in der
Numerik und/oder Informatik.

Beweis. Hausaufgabe. Wieder gilt dass nur die fritheren Aussagen benutzt werden diir-
fen. O

[1: 2020-11-02]
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Nun schauen wir uns Beispiele von Aussagen an fiir die die Axiome PInj und PS#£0
gebraucht werden.

Lemma 1.10 (Kiirzungsregel fiir Addition). (Vm,n,p € N)(m+p =n+p = m =n).

Beweis. Das Neue an diesem Beweis ist dass wir nicht einfach zwei der Variablen m, n, p
fest wihlen und iiber die dritte Induktion benutzen konnen. Stattdessen werden wir die
Aussage

P(p)=(YmneN)(m+p=n+p = m=n)

per Induktion iiber p zeigen.
IA p = 0. Wir wollen P(0) zeigen. Dafiir setzen wir m,n € N fest.
Wir nehmen also an dass m + 0 = n + 0. Dann

+0 Annahme +0
m=m+0 = n+0=n.

IS Sei P(p) bekannt, wir wollen P(S(p)) zeigen. Seien m,n € N fest. Wir nehmen an
dass m + S(p) = n + S(p). Dann

S(m)+pS§LS(m+p) fm+S(p) =n+S(p) gS(n+p)S;S(n)+p.
Wenn wir in P(p) die Variablen m, n durch S(m), S(n) ersetzen, bekommen wir

S(m)+ p=Sh)+p = S(m) = S(n). (1.1)



Implikationsbeseitigung in den letzten beiden Aussagen liefert
S(n) = S(m).
Das Axiom PInj (und Implikationsbeseitigung) impliziert nun n = m. O

Bemerkung. Es hitte nicht funktioniert m, n fest zu wihlen und dann die Aussage
P(pp=(m+p=n+p = m=n)

zu zeigen, weil die Implikation (1.1) kein Spezialfall von P’(p) ist.
Hier sehen wir wie wichtig es in einem Induktionsbeweis ist eine geeignete Aussage
P(n) zu finden.

Lemmal.1l. (VmneN)(m+n=0 = (m=0An=0)).

Beweis. Sein € N fest. Wir benutzen Induktion iiber m.
IA: Sei m = 0. Wir nehmen an dass m + n = 0. Dann auch

0+

O=m+n=0+4+n = n.

IS: Die Behauptung sei fiir m bekannt. Wir wollen nun
Sm)+n=0 = (S(m)=0An=0) (1.2)

zeigen. Es gilt
S+ PS#0
Sim)+n=Sm+n) # 0.

Also ist die linke Seite der Implikation (1.2) falsch. Deshalb ist die Behauptung (die
Implikation (1.2)) wahr. O

1.2 Multiplikation
Die Multiplikation auf N ist eine Verkniipfung
-:NxN->N, (a,b)r~ ab
die die folgenden Eigenschaften erfiillt:
0- (YneN)on =0,
S- (Vm,n € N)S(m)n = mn + n.

Alle Rechenregeln fiir Multiplikation kann man per Induktion zeigen. Da wir nicht
viel Zeit haben, zeigen wir nur das Distributivgesetz.

Lemma 1.12 (Distributivgesetz in N). (Vm,n, p € N)(p + m)n = pn + mn.

Beweis. Seien m,n € N fest. Wir benutzen Induktion iiber p € N.
IA:p=0:

0+ 0+ 0-
O+mn = mn = 0+ mn =0n+ mn.

IS: Die Behauptung sei fiir p € N bekannt. Dann

. k i .
(S(p)+m)n z S(p+m)n = (p+m)n+n z pn+mn+n Frommutate pn+n+mn > S(p)n+mn.

O



1.3 Ordnung

Man kann nun Ordnung der natiirlichen Zahlen m, n € N so definieren:
(m<n) < ApeNn=m+p.

In dieser Formel steht ,,.3“ fiir ,,existiert. Dies ist neben ,,V* den man benutzen kann um
neue Variablen einzufiihren. Wir geben einen Beispielbeweis fiir eine Existenzaussage
an.

Zur Abwechslung schreiben wir die Aussage des Nachfolgenden Lemmas in Wor-
tern statt in Symbolen.

Lemma 1.13 (Ordnung ist transitiv). Seien n,n’,n” € Nmitn <n’ undn’ < n". Dann
giltn <n”.

Formal ist die Aussage dieses Lemmas
(Vn,n',n" eN)(n<n)A(m <n") = n<n").
Beweis. Seien n,n’,n"” € N fest mitn < n’ und n’ < n”. Das heif3t per Definition
Ap'eN)n’ =n+p'und (3p”" e N)n" =n" + p".

Logische Regel: wenn die Formel (3x)A(x) gilt, dann konnen wir ein neues Objekt x
einfithren das die Eigenschaft A(x) hat. Seien also p’, p” € N wie oben.
Wir missen zeigen

"

nn.

Per Definition von ,,<“ miissen wir zeigen
(ApeN)n" =n+ p.

Beweismuster: Existenz kann man zeigen indem man das geforderte Objekt konstruiert.
In diesem Fall setzen wir p = p’ + p” und kdnnen dann iiberpriifen dass

n+p=n+p +p'=n+p"'=n". O

2 Mengenlehre

Sie haben von ihnen in den Vorlesungen AlMa, LA, oder Grundziige der Mathematik
gehort: die Mengen. Die Mengenlehre ist aus Fragestellungen iiber reelle Zahlen her-
vorgegangen, und deshalb ist dies der passende Ort um ihren Aufbau zu prisentieren.

Eine Menge kann Elemente enthalten, die wiederum Mengen sein miissen. Wenn X
eine Menge ist und x ein Element davon, dann wird das mit x € X notiert. Das Symbol
€ ist ein stilisiertes €, das wiederum eine stilisierte Abkiirzung fiir ,,Element® war. Die
Negation ,,x ist kein Element von X* wird mit x ¢ X = —~(x € X) notiert.

Manchmal ist es auch praktisch ,.elementare“ Objekte zu haben die keine Mengen
sind und dennoch Elemente von Mengen sein kdnnen. Wir werden das genauer disku-
tieren wenn wir die natiirlichen Zahlen als Menge konstruieren.

Axiom 2.1. Die leere Menge ist eine Menge:
AX)(Vx)x ¢ X.
Axiom 2.2 (Extensionalitdt). Mengen sind durch ihre Elemente bestimmt:

(VX, Y)((VZ)(Z €EX & z€Y) = X= Y).



Axiom 2.3 (Aussonderung). Wenn X eine Menge ist und P(x) eine Aussageform, dann
gibt es eine Menge Y = {x € X | P(x)} die aus Elementen von X besteht fiir die P gilt:

(YX)AY)(Vx)(x €Y < (x € X) A P(x)).

Wir miissen x aus einer Menge X nehmen und nicht alle x, sonst tritt das Russelsche
Paradoxon (Barbier-Paradoxon) auf: fiir P(x) = x ¢ x betrachte M := {x|P(x)}. Ist nun
M e M?

Definition 2.4. Seien X,Y Mengen. Ihr Durchschnitt ist die Menge
XnY :={xeX|xeY}

Eine dhnliche Konstruktion der Vereinigung funktioniert nicht da im Aussonde-
rungsaxiom eine Grundmenge gebraucht wird. Deshalb muss die Existenz der Vereini-
gung postuliert werden.

Axiom 2.5 (Vereinigung). Sei & eine Menge (deren Elemente ebenfalls Mengen sind).
Dann existiert die Vereinigung U = UF der Elemente von ¥:

(VF)EU)(Vx)(x e U < (IF € F)x € F).

Die Eindeutigkeit der Vereinigung (und spiter auch der Paare und der Produktmen-
gen) folgt aus den Extensionalitdtsaxiom.

Axiom 2.6 (Paar). Seien F, G Mengen. Dann gibt es eine Menge P = {F, G} deren Elemente
genau F und G sind:

(VF,G)@P)(Vx)((x €P) < (x=FVvx=0_)).

Mit Hilfe dieser beiden Axiome kann man nun die Vereinigung von 2 Mengen defi-
nieren:
FuG :=U{F,G}.

Bemerkung (Niitzlichkeit der Symbole). Es schadet nicht statt ,,Vn € N* zu schreiben
Hfir alle natiirliche Zahlen n*. Bei Verwednung natiirlicher Sprachen sollte man aber
auf Eindeutigkeit achten. Seien z.B. G die Menge gesunder Gerichte und L die Menge
der leckeren Gerichte. Ist ,,gesundes und leckeres Essen“ nun G N L oder G U L?

Definition 2.7 (Teilmenge). Seien X', X Mengen. Die Menge X' heif3t Teilmenge von X,
geschrieben X' C X, falls alle Elemente von X' auch Elemente von X sind, also falls

(Vx)(x e X' = x eX).

Axiom 2.8 (Potenzmenge). Fiir jede Menge X existiert die Potenzmenge P = P(X) deren
Elemente genau die Teilmengen von X sind:

VX)EP)VX )X € P < X CX).

Es stellt sich heraus dass die bereits eingefiihrten Axiome ausreichen um Produkte
von Mengen zu definieren.

Definition 2.9. Seien x,y Mengen. Das geordnete Paar (x, y) ist definiert als

(x,y) +={{x} {x, y}}. (2.1)

Lemma 2.10 (Charakterisierung der geordneten Paare).

Ve, p, x, ) () = (X)) &= (x=x"Ay=)").

10



Wir konnen nun die Menge aller Paare von Elementen einer Menge definieren:
Paare(X) :={P € P(P(X)) | 3x,y € X)P = (x,y)}.
Definition 2.11. Das Produkt von Mengen X, Y ist die Menge
XXY :={P€PaareXUY)|(Tx e X)(y € Y)P = (x,y)}.
Nun konnen wir den Begriff der Abbildung formalisieren.

Definition 2.12. Eine Abbildung f : X — Y mit Definitionsbereich X und Wertebereich
Y ist durch eine Teilmenge Iy C X X Y, genannt Graph von f, charakterisiert:

VxeX)Vy e Y)(f(x) =y < (x,y) €Ty).
Jede Menge ' C X X Y mit der Eigenschaft
VxeX)@yeY)x,y)erl (2.2)
ist der Graph einer Abbildung. Hier steht ,,3!“ fiir ,,es existiert genau ein“.

Lemma 2.13 (Verkettung/Komposition). Wenn f : X - Yund g : Y — Z Abbildun-
gen sind, dann ist

(8o f): X =27, (gof)x)=2g(f(x))
auch eine Abbildung. Die Verkettung ist assoziativ: ho(go f) =(hog)o f.

[2: 2020-11-04]
[3: 2020-11-09]

Bemerkung. Ahnlich zu der Regel dass in einer Formel wie a + bc die Multiplikation
vor der Addition ausgefiihrt wird, gibt es sogenannte Préizendenzregeln fiir logische Ver-
kniipfungen. Sie sind in folgender Reihenfolge auszufiihren:

(i) alle Funktionen und Relationen, z.B. -, +,=, €
(i) =, 3,V

>iii) A

(iv) v

V) =, <

Vi) =.

Uberfliissige Klammern diirfen weggelassen werden. Man beachte dabei dass nicht {iber-
all Klammern eingeschoben werden konnen:

((Vn)P(n)) = P(n+1)
ist nicht erlaubt, weil dann das zweite ,,n“ nicht definiert ist. Deshalb ist
(Vn)(P(n) = P(n+1))

die einzige sinnvolle Interpretation.
Fiir bessere Lesbarkeit belassen wir auch viele formal unnétige Klammern in den
Formeln.
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2.1 Rekursion

Axiom 2.14 (Unendlichkeitsaxiom, informal). Es gibt eine Menge die die Peano-Axiome
der natiirlichen Zahlen erfiillt. Im Folgenden bezeichnen wir eine solche Menge mit N.

Proposition 2.15 (Rekursive Definition). Sei X eine Menge, x, € X, undF : NxX — X
eine Abbildung. Dann gibt es eine Abbildung f : N — X mit der Eigenschaft

f0) =xo, (VneN)f(n+1) = F(n, f(n)).
Dies ist das elementarste Beispiel einer iterativen Konstruktion.

Beweis. Wir werden den Graph Iy, also eine Teilmenge I' C N X X konstruieren. Dieser
Graph soll folgende Eigenschaften haben.

(i) Esist ein Graph im Sinne von (2.2).
(ii) (0,xy) €T,
(iii) (Vn e N)(Vx € X)((n, x)El = (n+1,F(n,x)) € F).

Dafiir betrachten wir die Menge G C P(N X X) aller Teilmengen G C N X X die die
Eigenschaften 2 und 3 (mit G an Stelle von T') erfiillen.
Esgilt N X X € G, alsoist G # @&. Sei

I:=[)G={nx) eNxX|(VGe G(nx) e Gl
Geg

Dass diese Menge die Eigenschaften (ii) und (iii) erfiillt folgt direkt aus den Definitio-
nen. Es bleibt zu zeigen dass I' ein Graph ist, d.h.,

(Vn e N)(3!x € X)(n,x) €T.

Wir zeigen dies per Induktion iiber n.
IA: Die Menge

Gy :={(n,x) eNXX|(n=0AX=Xx)Vn+#0}

ist ein Element von G. Daraus folgt dass (0, x) € I' C G, bereits x = x, impliziert.
IS: Sei x,, € X das eindeutige Element mit (n, x,,) € T Sei x,,,; := F(n, x,). Auf-
grund von (iii) gilt (n + 1, x,,,;) € I. Sei x’ € X. Wir miissen zeigen dass

Xpp1FX = (n+1,x")¢T.

Sei dazu
G :=T\{(n+1,x")}

Wir stellen fest dass G’ € G, deshalb per Definition I' C G’, und damit (n + 1,x") ¢
I. O

Korollar 2.16 (Eindeutigkeit von N). Seien (N, 0, S) und (N',0’,S") zwei Tupel die beide
die Peano-Axiome erfiillen. Dann existiert eine Abbildung

t:N->N
mit(0) =0"undS' ot =10S.

Wenn wir N und N’ vertauschen, bekommen wir eine Abbildung ¢/ : N' — N mit
dhnlichen Eigenschaften. Es stellt sich heraus dass to (" = idys und ¢’ ot = id . Dazu
benutzen wir das folgende Resultat:

12



Lemma 2.17. Sei f : N — N eine Abbildung mit f(0) = 0und f oS = So f. Dann ist f
die Identitdt auf N.

Lemma 2.18. Die Abbildung t aus Korollar 2.16 ist injektiv.

Beweis. Wenn (n) = «(m), dann n = '/(«(n)) = (' ((m)) = m. O

Definition 2.19. Eine Abbildung f : X — Y heifit surjektiv falls fiir jedes y € Y ein

x € X existiert mit f(x) = y.

Definition 2.20. Eine Abbildung die sowohl injektiv als auch surjektiv ist heifit bijektiv.

Korollar 2.21. Die Abbildung t aus Korollar 2.16 ist surjektiv.

Beweis. Sein’ € N. Dann ist n' = ((i'(n')). O
Als Nichstes konstruieren wir die Addition.

Lemma 2.22 (Menge der Abbildungen). Fiir Mengen X,Y existiert die Menge YX =
(X — Y) aller Abbildungen von X nach Y.

Lemma 2.23 (Currying). Fiir beliebigen Mengen X, Y, Z gibt es eine Bijektion
XXY->2)=2X-> (Y- 2)

die einer Abbildung g : X XY — Z die Abbildung G : X — (Y — Z) mit G(x)(y)
g(x,y) zuordnet.

Proposition 2.24. Sei (N, 0, S) ein Tupel das die Peano-Axiome erfiillt. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte Additionsverkniipfung

+ :NXN-—=N.

Beweis. Currying erlaubt es uns stattdessen eine Abbildung G : N — (N — N) zu kon-
struieren die die folgenden Eigenschaften haben soll: fiir alle n, m € N gilt G(0)(m) = m
und G(S(n))(m) = S(G(n)(m)). Dafiir verwenden wir das Rekursionsprinzip mit X =
(N - N)und F(n,x) = Sox. O

Multiplikation kann @hnlich rekursiv definiert werden, was wir nicht nidher an-
schauen werden.

Definition 2.25 (Summen und Produkte von Folgen). Eine Folge ist eine Abbildung
deren Definitionsbereich N ist. Man schreibt Folgen oft in der Form (a,),en, Wobei a,, der
Wert der Folge in n ist. Fiir eine Folge (a,,),en Sind die Summen und Produkte

N N
Zan=(11+"'+aN, |Ian=a1"'aN
n=1 n=1

rekursiv definiert durch

0 N+1 N 0 N+1 N
Yan=0. Y=Y antaya [[an=1 [[an={Taaxa:
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Nun konnen wir eine bekannte Formel zeigen.

Beispiel. Fiir alle n € N gilt
N

2 n=NN+1).
n=1
Beweis. Induktion iiber N.
IA: Fiir N = 0 verschwinden beide Seiten der Gleichung.

IS:
N+1 def N N H
2> n = 2(0) n+(N+1) =2 )" n+2(N+1) = N(N+D+2(N+1) = (N+1)(N+2).
n=1 n=1 n=1

O]
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2.2 Wohlordnung der natiirlichen Zahlen

Wir fassen einige Eigenschaften der Ordnung der natiirlichen Zahlen zusammen. Diese
Eigenschaften wurden entweder bereits gezeigt oder werden in den Ubungen bespro-
chen.

Proposition 2.26. Fiiralle x,y,z € N gilt:
(i) x <yodery <x.
(ii) Wennx <yundy < x,danny = x.
(iii) Reflexivitit: x < x
(iv) Transitivitdt: wenn x < yundy < z,dann x < z.
(v) Kiirzungsregel: x <y < x+z<y+z
(vi) Wenn x <y, dann xz < yz.
Lemma 2.27. Seien m,n € Nmitm < n+ 1. Danngilt m < noderm =n + 1.
Beweis. Hausaufgabe. O

Lemma 2.28 (N ist wohlgeordnet). Sei A C N eine nichtleere Teilmenge. Dann existiert
das Minimum m = min A, d.h., ein eindeutig bestimmtes Element m € A sodass fiir alle
neAgiltm<n

Eine geordnete Menge heifit wohlgeordnet wenn jede ihrer nichtleeren Teilmengen
ein minimales Element besitzt.

Beweis. Wir zeigen nur Existenz, die Eindeutigkeit folgt aus Proposition 2.26, Teil (ii).
Sei A C N eine Teilmenge. Wir zeigen per Induktion iiber k die Aussage

[((FK' € A)k' <k] = [(Am € A)(Vn € A)m < n].

IA: wenn k = 0, dann ist auch k' = 0. Wir nehmen dann m = 0.
IS: Die Behauptung sei fiir ein k bekannt. Wir nehmen nun an

Ak e Ak’ <k+1. (2.3)
Beweismuster Fallunterscheidung: Falls auch
Ak" € A)k" <k (2.4)

gilt, dann gilt die Behauptung nach der IH.
Ansonsten gilt die Negation von (2.4):

(VK" € A)~(k" < k). (2.5)

Sei k' wie in (2.3). Nach Lemma 2.27 gilt k' < k oder k' = k + 1. Der erste Fall wider-
spricht (2.5), also muss der zweite Fall gelten, d.h., k" = k + 1.

Wir behaupten dass in diesem Fall m := k + 1 das Minimum von A ist. Dafiir
miissen wir noch zeigen (Vn € A)m < n. Sei also n € A. Nach Proposition 2.26, Teil
(i) gilt m < n oder n < m. In ersten Fall sind wir fertig. Im zweiten Fall benutzen wir
Lemma 2.27 und bekommen dass n < k oder n = k + 1. Der erste Fall widerspricht
(2.5), ist also ausgeschlossen. Im zweiten Fall giltk + 1 = m < n. O]

Proposition 2.29 (Starkes Induktionsprinzip). Sei P eine Aussageform. Wenn fiir jedes
m € N gilt
(Vn < m)P(n) = P(m), (2.6)

dann gilt bereits fiir jedes n die Aussage P(n).
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Beweis. Sei
A :={neN|-Pn)}.

Widerspruchsbeweis:

Angenommen, A # @. Dann hat A nach Lemma 2.28 ein Minimum m € A. Aus
Definition von A folgt dass P(n) gilt fiir alle n < m. Aus der Annahme (2.6) folgt P(m),
im Widerspruch zu m € A.

Also ist die Annhame A # @ falsch. Deshalb ist A = @. Das bedeutet dass fiir alle
n € N die Aussage P(n) gilt. O

2.3 Injektive und surjektive Abbildungen
Zur Erinnerung: eine Abbildung f : X — Y heif3t injektiv falls

(Vx,x' € X)x #x' = f(x) # f(x'),

surjektiv falls
(Vy e Y)(@x € X)f(x) =y,

und bijektiv falls sie injektiv und surjektiv ist.

Lemma 2.30. Die Verkettung von injektiven Abbildungen ist injektiv. Die Verkettung von
surjektiven Abbildungen ist surjektiv.

Lemma 2.31 (Schubfachprinzip). Wirschreiben N_,, ={0,...,n—1} :={k € N|k < n}
fiir die Menge deren Elemente die n kleinsten natiirlichen Zahlen sind. Seien m,n € N.

(i) Wenn es eine injektive Abbildung N_,, — N_,, gibt, dann ist m < n,
(ii) Wenn es eine surjektive Abbildung N_,, — N_,, gibt, dann ist m > n.
Die Riickrichtung ist jeweils einfach.

Beweis. Wir zeigen nur den Teil (i).
Wir benutzen Induktion iiber n und zeigen die Aussage

(Ym e N)Af : N, = N_,, f injektiv) = m < n. (2.7)

IA n = 0. Falls m = 0, dann ist m < n. Falls m # 0, dann gibt es gar keine Abbil-
dungen N_,, — N_,, also ist die linke Seite der Implikation falsch.

IS Wir nehmen an dass (2.7) fiir n gilt, das ist die Induktionshypothese.

Seim € N. Falls m = 0, dann ist m < n. Andernfalls m = m’ + 1. Sei f : N4 —
Ncp41 injektiv. Sei o @ N_,41 = N, 4, die Permutation die f(m') und n vertauscht,
d.h,,

n, falls k = f(m'),
o(k) =1 f(m'), fallsk=n, (2.8)
k, sonst.

Dann ist

gof i Nemy1 = Nepya
auch eine injektive Abbildung und es gilt o o f(m') = n. Sei f' : N_,» — N, die
Einschrdnkung von o o f auf N_,,,, d.h.,

(k) = (o0 flx

Dann ist f’ eine injektive Abbildung und nach IH gilt m" < n. Daraus folgt m < n +
1. O

(k) = (g0 f)(K).

<m/’
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[3: 2020-11-09]
[4: 2020-11-11]

Notation 2.32. Sei f : X — Y eine Abbildung. Das Bild einer Teilmenge X' C X unter f
ist
FX)={f®)|xeX'}:={yeY|[(@xeX)f(x) =y}
Das Urbild einer Teilmenge Y' C Y unter f ist
i) ={xex|fx)eY}.

Lemma 2.33. Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann injektivwenn es eine Abbildung
g f(X) - X mitgo f = id x gibt (Linksinverse).

Beweis. ,, <= “: Wenn es ein g wie oben gibt, dann folgt fiir x, x" € X aus f(x) = f(x')

x = g(f(x)) = g(f(x") = x".

» = “: Wenn f injektiv ist, dann ist

{3 %) € FX) XX | (x,y) € I}
auch Graph einer Abbildung, und diese Abbildung kann man als g verwenden. O]

Lemma 2.34. Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann surjektiv wenn es eine Abbil-
dungg : Y - X mit f o g = id y gibt (Rechtsinverse).

Beweisversuch. ,, <= “: Sei g wie oben. Dann gibt es fiir jedes y € Y ein x € X mit

y = f(x), namlich x = g(y).
» = “: Fiir jedes y € Y nach Definition der Surjektivitit die Menge

[THOH ={xeX]| f(x) =y}

nicht leer. Nun wiéhlen wir fiir jedes y ein x = g(y) aus dieser Menge. Es stellt sich
allerdings heraus dass das mit den bisherigen Axiomen nicht moglich ist; wir fithren
fiir diesen Zweck gleich ein neues Axiom ein. O

Sei (F);¢r eine indizierte Familie von Mengen (das ist, formal gesehen, lediglich eine
Abbildung deren Werte Mengen sind). Die dazugehorige Produktmenge ist

[15:={f:1-JEIVienfier}

iel iel

Man beachte dass diese Definition nicht die frithere Definition des Produkts zweier
Mengen ersetzen kann, weil sie den Begriff der Abbildung benutzt, der auf das Produkt
zweier Mengen aufbaut.

Axiom 2.35 (Auswahlaxiom). Die Produktmenge einer beliebigen indizierten Familie
nichtleerer Mengen ist nicht leer.

Beweis von,, <= “in Lemma 2.34. Sei g ein Element von

LI/ b O

yey
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2.4 Kardinalitit

Definition 2.36 (endliche Mengen). Eine Menge X hat Kardinalitit n € N falls es eine
Bijektion zwischen X und N_,, gibt. Wir schreiben dann |X| = n.

Bemerkung. Aus dem Schubfachprinzip folgt dass die Kardinalitit endlicher Mengen
wohldefiniert ist, in dem Sinn dass es nur ein n € N mit |[X| = n geben kann.

Lemma 2.37. Fiirallen,m € Ngilt [N_,, X N_,,,| = nm.
Beweis. Eine Bijektion N_, X N_,,, = N_,,,,, ist gegeben durch (a, b) — a + bn. O

Definition 2.38. Die Permutationsgruppe Sym(n) ist die Menge aller Bijektionen N_,, —
N,

Lemma 2.39. Fiir jedes n € Ngilt |Sym(n)| =n!=1---n.

Beweisidee. Per Induktion iiber n.

IA:n = 0.Indiesem Fall ist n! = 0! = 1und N_,, = @. Es gibt genau eine Abbildung
@ — @, und diese ist bijektiv.

IS: Man schreibe

Sym(n +1) = U{f e Sym(n+1)| f(n) = k}.
k=0

Jede der Mengen auf der rechten Seite ist gleich méichtig wie Sym(n), was man mit Hilfe
der Permutation (2.8) sieht. O

Definition 2.40 (Binomialkoeffizienten). Fiir k,n € N sei

n
(k) =[{AC N, | |A] = K}

die Anzahl der k-Elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.

Fiir k > n gilt nach dem Schubfachprinzip (Z) =0.

Lemma 2.41. Fiirallek,n € Nmitk < ngilt
n+1) (n + n
k+1) \k k+1

HA € NepiallA]l = k1] = HA € NopyalJA] = k1,0 € AHHHA € Ny [JA] = kt1,n & A,
O

Beweis. Es gilt

Lemma 2.42. Fiirallek,n € Nmitk < ngilt

n\ n!
k]~ kl(n—k)!

Beweis. Zuerst zeigen wir die Behauptung fiir k = O und alle 0 < n:

n n!
()= on=1= 2.

Nun zeigen wir die komplette Behauptung per Induktion iiber n.
IA: Fiir n = 0 gilt auch k = 0, und diesen Fall haben wir bereits bearbeitet.
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IS: Die Behauptung sei fiir ein n und alle k < n bekannt. Fiir 0 < k < n bekommen
wir mit Lemma 2.41

n+1l\ (n n _ n! n!
k+1) = \k) T \kv1) T =R T RE D=k =)
_ nlk+1)+nl(n—k)  nl(n+1) (n+1)!

k+D!\(n—k! — (k+Dn-k! *k+D((n+1)—(k+1D)"

Damit ist die Behauptung fiir n + 1 und alle 1 < k < n gezeigt. Den Fall k = 0 haben
wir bereits friiher bearbeitet. Der Fall k = n + 1 ist dhnlich:

n+1\ . (n+1)!
( 0 )_l{N<"+1}|_1_(n+1)!((n+1)—(n+1))!' -

Definition 2.43 (Kardinalitét). Seien X,Y Mengen. Wir sagen dass X kleinere Kardina-
litdt hat als Y falls es eine injektive Abbildung X — Y gibt und schreiben dann |X| < |Y|.
Wir schreiben |X| = |Y| falls |X| < |Y| und |Y]| < |X].
Wir schreiben |X| < |Y| falls |X| < |Y|und |Y| £ |X].
Eine Menge X heif3t abzihlbar falls |X| < |N].

Endliche Mengen sind insbesondere abzédhlbar.
Lemma 2.44. N X N ist abzdhlbar.

Beweis. Eine bijektive Abbildung N X N — N ist gegeben durch
(k,D) (k+Dk+1+1)/2+k. O

Lemma 2.45 (Schroder-Bernstein, ohne Beweis). Seien X,Y Mengen mit |X| = |Y]|.
Dann gibt es eine Bijektion X — Y.

Lemma 2.46 (Diagonalargument). Sei X eine Menge. Es gibt keine surjektive Abbildung
X - P(X).

Beweis. Sei f : X - P(X) eine beliebige Abbildung. Definiere
A:={xeX|x¢ f(x)}
Wenn A = f(x,) fiir ein xy, € X, dann ist

Def. von A
Xg € A & Xo ¢ f(xO) =A.

Dies ist ein Widerspruch, also gibt es kein x, mit f(x,) = A. Insbesondere ist f nicht
surjektiv. O

Korollar 2.47. Fiir jede Menge X ist |X| < |P(X)|.

Beweis. Fiir die Ungleichung |X| < |P(X)| betrachte die Abbildung x +— {x}.

Angenommen, |P(X)| < |X]. Sei f : P(X) — X injektiv. Nach Lemma 2.33 existiert
eine Linksinverse g : f(X) — P(X), die insbesondere surjektiv ist. Wir konnen sie zu
einer Abbildung g : X — P(X) fortsetzen, z.B. durch

g(x), x € f(X),

89=1a,  x¢ fo0.

Die Abbildung g ist dann surjektiv, im Widerspruch zu Lemma 2.46. O
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2.5 Selten benutzte Axiome

Das Zermelo-Fraenkel-Axiomensystem erfasst noch 2 weitere Axiome, das Ersetzungs-
axiom und das Fundierungsaxiom. Ersteres erlaubt es, grob gesagt, Abbildungen und
ihre Wertebereiche gleichzeitig implizit zu definieren. Letzteres erlaubt es, das Indukti-
onsprinzip zu verallgemeinern. Diese zusitzlichen Axiome spielen in Analysis 1 keine
Rolle.

3 Ganze, rationale, und reelle Zahlen

Die Gleichungen
x+1=0, 2x=1, x*=2, x*=-1

besitzen keine Losungen in N. Die ganzen Zahlen Z, rationalen Zahlen Q, reelle Zahlen
R, und komplexe Zahlen C sind Erweiterungen von N in denen die jeweiligen Gleichun-
gen 16sbar werden. Man konnte diese Erweiterungen axiomatisch einfiihren, so wie wir
das mit den natiirlichen Zahlen mittels Peano-Axiome getan haben. Es ist aber niitzlich
sie ausgehend von den ganzen Zahlen zu konstruieren, da Zhnliche Konstruktionen in
Analysis und Algebra hidufiger vorkommen.

3.1 Ganze Zahlen

Definition 3.1. Eine Relation R auf einer Menge X ist eine Teilmenge von X x X. Wir
schreiben xRy falls (x,y) € R.
Eine Relation R heifit

(i) reflexiv falls (Vx € X)xRXx,
(i) symmetrisch falls (Vx,y € X)xRy = yRX,
(iii) antisymmetrisch falls (Vx,y € X)xRy AyRx = y =X,
(iv) total falls (Vx,y € X)xRy V yRX,
(v) transitiv falls (Vx,y,z € X)xRy AyRz => XRz,
(vi) Aquivalezrelation falls sie reflexiv, symmetrisch, und transitiv ist.
(vii) partielle Ordnungsrelation falls sie reflexiv, antisymmetrisch, und transitiv ist.
(viii) totale Ordnungsrelation falls sie reflexiv, antisymmetrisch, transitiv, und total ist.

Beispiel. Relationen auf N und ihre Eigenschaften:

Relation reflexiv symmetrisch antisymmetrisch total transitiv

< ja nein ja ja ja

< nein nein ja nein ja

= ja ja ja nein ja

# nein ja nein nein nein
| (teilt) ja nein ja nein ja

Definition 3.2 (Quotient). Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge X. Fiir x € X
ist [x] :={x' € X | x ~ x'} die Aquivalenzklasse von x modulo ~. Der Quotient von X
modulo ~

X/ ~) ={[x]|x€X}:={A € PX)| (Ax € X)A = [x]}

ist die Menge aller Aquivalenzklassen modulo ~. Ein Reprisentant einer Aquivalenzklasse
[x] ist ein Element x' € [x].
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Definition 3.3 (ganze Zahlen). Definiere die Relation ~ auf N X N durch
(a,b) ~(a’,b") : <= a+b =b+d. (3.1)
Sei 7 := (N X N)/ ~ und definiere die Abbildung t : N - Z, (n) = [(n,0)].

Die Aquivalenzklasse [(a, b)] sollte man sich wie a — b vorstellen; mit spiteren De-
finitionen wird das auch so gelten:

[(a,b)] = (a) —u(b) =a—b.

[4: 2020-11-11]

[5: 2020-11-16]
Um zu sehen dass (3.1) eine Aquivalenzrelation definiert muss man folgende Punkte
iiberpriifen:

(i) ~ isteine Relation,
(ii) ~ ist reflexiv,
(iii) ~ ist symmetrisch,
(iv) ~ ist transitiv.
Die ersten 3 Punkte sind sehr einfach; wir zeigen nur die Transitivitit. Angenommen,
(a,b) ~(a’,b')und (a’,b’) ~ (a”",b").

Das heif3t dass
a+b =b+adunda +b" =b"+a".
Wenn wir diese Gleichungen addieren und die Kiirzungsregel anwenden, bekommen
wir
a+b' +ad +b"=b+a +b +a"bzw.a+b" =b+a".
Letzteres bedeutet nach Definition (a, b) ~ (a”,b").

Lemma 3.4. Die Verkniipfungen
[(a,D)] + [(c,d)] :=[(a+c,b+d)], [(a,b)]-[(c,d)] :=[(ac+ bd,ad + bc)].

sind auf Z wohldefiniert, d.h., nicht von der Wahl der Repriisentanten der Aquivalenzklas-
sen abhdngig.

Beweis. Die Behauptung bedeutet dass aus Aquivalenz der Argumente
(a,b) ~ (a',b'), (c,d) ~(c",d")
die Aquivalenz der Werte
(a+c,b+d)~(a +c,b'+d'), (ac+bd,ad+bc)~ (a'c’+b'd,a'd +b'c)
folgt. Fiir die Addition rechnen wir
(a+o)+B' +d)=(a+b)+(c+d)=(W@+b)+(c+d)=(+)+(b+4d),

und nach Definition bedeutet das (a + ¢,b+ d) ~ (a’ + ¢, b' + d').

Die Wohldefiniertheit der Multiplikation ist der aufwendigste Teil der Definition
von Z. Wir behandeln den Spezialfall (¢’,d") = (¢, d) (den allgemeinen Fall kann man
daraf zurlickfiihren). Intuitiv gesprochen, mochten wir die folgende Rechnung durch-
fiihren:

(ac+ bd)+ (a’'d + b'c) — (a’c+ b'd) — (ad + bc)
=(ac+bd)+(dd+(b—-—a+a))—(a'c+(b—a+a)d)—(ad + bc) =0.
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Das geht aber nicht solange Z noch nicht definiert ist.
Der tatsdchliche Beweis geht so: wir beginnen mit der Identitét

bd +ad'd+(a’ +b)c=ac+(a’ +b)d+ bc.
In den Klammern wenden wir die Voraussetzung an und bekommen
bd+add+(a+b)c=dac+(a+b)d+ bc.
Diese Gleichung ldsst sich so umstellen:
(ac+bd)+ (a’'d + b'c) = (a’c+ b'd) + (ad + be),
und das ist die Definition von (ac + bd, ad + bc) ~ (a’c + b'd,a’d + b'c). O

Definition 3.5. Ein kommutativer Ring mit 1 (K1-Ring) ist ein Tupel (R, +,-,0,1) be-
stehend aus

(i) einer Menge R,
(ii) einer Verkniipfung + : RXR — R, (a,b) — a + b, genannt Addition,
(iii) einer Verkniipfung - : R X R — R, (a,b) — ab, genannt Multiplikation,
(iv) einem ausgezeichneten Element 0 € R, genannt Null(-element), und
(v) einem ausgezeichneten Element 1 € R, genannt Eins(-element),
die die folgenden Eigenschaften erfiillen:
AA Die Addition ist assoziativ:

(Va,b,ceR) a+(b+c)=(a+b)+c

AN Die Null ist ein neutrales Element der Addition:

(WVa€eR) a+0=a

Al Existenz additiver Inversen (b = —a):

(VaeR)(FbeER) a+b=0

AK Die Addition ist kommutativ:

(Va,beR) a+b=b+a

MA Die Multiplikation ist assoziativ:

(Va,b,c € R) a(bc) = (ab)c

MN Die Eins ist ein neutrales Element der Multiplikation:

(Va€R) al=a

MK Die Multiplikation ist kommutativ:

(Va,b€R) ab=ba

D Distributivgesetz:
(Va,b,c € R) (a+ b)c = ac + bc.
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Proposition 3.6. Seien 0, := [(0,0)] und 1, := [(1,0)]. Dann ist (Z,+,+,05,1;) ein
kommutativer Ring mit 1.

Die Einbettung ¢ : N — Z ist injektiv und vertauscht mit Addition und Multiplikation.
Weiterhin ist Z = (N) U (—t(N)) und «(N) N (—u(N)) = {0}.

Nach dem Beweis dieser Proposition unterscheiden wir nicht mehr zwischen N und

((N).

Beweis. Wie zeigen die Existenz additiver Inversen (AI); und lassen den Rest als Ubung.
Sei (a,b) € N x N. Dann gilt

[(a,b)] + [(b,a)] = [(a + b,a + b)] = [(0,0)].
Also ist [(b, a)] eine additive Inverse von [(a, b)] (Notation: —[(a, b)] = [(b, a)]). O
Aus der Definition eines K1-Rings R kann man weitere Konsequenzen ziehen, z.B.:
Lemma 3.7. Sei R ein K1-Ring. Dann gilt
(i) die Kiirzungsregel fiir die Addition:

(Va,b,ceR)a+c=b+c = a=b,

(ii) Multiplikation mit Null ergibt Null:

(Va € R)0a = 0.

Lemma 3.8 (Nullteilerfreiheit von N). Fiirallem,n e Ngiltm #0An #0 = mn #
0.

Beweis. Wennm # 0und n # 0, dann ist m = S(m’),n = S(n’), und
mn=Smn=mn+n=m'n+Sn) =S(m'n+n)#0. O

Lemma 3.9 (Nullteilerfreiheit von Z). Fiirallem,n € Zgiltm #0An#0 = mn #
0.

Beweis. Seien m,n € Z mit m # 0 und n # 0. Aus Proposition 3.6 wissen wir dass m
entweder die Form [(a, 0)] oder [(0, a)] mit a € N \ {0} hat. Analog ist n = [(b,0)] oder
n = [(0,b)] mit b € N, b # 0. Es gibt nun 4 Fille, von denen wir nun einen betrachten:

[(a,0)][(b,0)] = [(ab,0)] # 0z,
da ab # Oy nach Lemma 3.8. O

Definition 3.10. Ein K1-Ring R heif3t total geordnet falls darauf eine totale Ordnungs-
relation < definiert ist fiir die gilt

() WVa,b,ceR)a<b = a+c<b+c
(ii) Ya,beR)a>0Ab>0 = ab>0.

Lemma 3.11. Die Relation
[(a,b)] <[(c,d)] : <= a+d<c+b.
ist eine wohldefinierte totale Ordnungsrelation auf Z. Es gilt
faeZ|a>0}=uN) (3.2)

Das Paar (Z, <) ist ein total geordneter K1-Ring.
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Beweis. Groftenteils Ubung.
Die Multiplikativitit von < kann man z.B. so zeigen: seien a,b € Z mit a > 0 und
b > 0. Nach (3.2) gilt a = «(m), b = «(n) fiir m, n € N. Es folgt

ab = [(m,0)][(n,0)] = [(mn,0)] = 0. O
Definition 3.12 (Betrag). Sei R ein total geordneter K1-Ring. Fiir a € R definieren wir

a, a>0,

laf =
—a, sonst.

In einem total geordneten K1-Ring gelten viele bekannte Rechenregeln fiir Ord-
nung.
Lemma 3.13. Sei R ein total geordneter K1-Ring. Dann gilt fiir alle a,b € R:
(i) a<b = -b<—a.
(ii) aa > 0. Insbesondereist1 =1-1> 0.
(iii) ab>0Aa>0 = b>0.
(v) la| =|-al, 0 < |a|, a < |al.
(v) |a+ b| < |a| + |b| (Dreiecksungleichung).
i) |la| — |bl| < |a —bl.
Beweis. Dreiecksungleichung wird z.B. so gezeigt:

ta+tb<|alxb<|a|+|b|

3.2 Rationale Zahlen (fast ohne Beweise)

Definition 3.14 (Rationale Zahlen). Definiere die Relation ~ auf Z x (Z \ {0}) durch
(a,b) ~(a',b") : < ab’' =a'b.

SeiQ :=(Z x (Z\ {0}))/ ~. Definiere die Abbildung: : Z - Q, a — [(a,1)].

Wir unterschlagen den Beweis dass ~ eine Aquivalenzrelation ist, der ist &hnlich
wie bei der Definition von Z. Mit den folgenden Definitionen werden wir sehen dass

_Ua) _a

Lemma 3.15. Die Verkniipfungen
[(a,b)] + [(c,d)] := [(ad + be,bd)],  [(a,b)] - [(c,d)] := [(ac, bd)].

sind auf Q wohldefiniert, d.h., nicht von der Wahl der Reprisentanten der Aquivalenzklas-
sen abhdngig.

Beweis. An dieser Stelle benutzen wir die Nullteilerfreiheit von Z (Lemma 3.9) um zu
sehen dass bd # 0.
Wir zeigen nur eine der Implikationen: fiir alle a, b, a’,b’, c,d € Z gilt

(a',b") ~(a,b) = (ad + bc,bd) ~ (a’d + b’c,b'd).
Aus der Voraussetzung ab’ = a’'b folgt
(ad + bc)b'd = ab'dd + bb’cd = a’bdd + bb’cd = (a’d + b’c)bd,

und das ist die Behauptung. O

23



Proposition 3.16. Seien 0@ = [(Oz, lz)] und ]-Q .= [(12, 12)]. Dann lst (@, +, ) 0@, 1@)
ein K1-Ring.
Die Einbettung : Z — Q ist injektiv und vertauscht mit Addition und Multiplikation.

Nach dem Beweis dieser Proposition unterscheiden wir nicht mehr zwischen Z und
1(2).

Definition 3.17. Ein Korper ist ein KI-Ring K in dem zusdtzlich gilt dass 1y # Oy und

MI Existenz multiplikativer Inversen (b = 1/a = a™!):

(Va e K\ {0})(3b € K)ab = 1.

Bemerkung. Existenz multiplikativer Inversen impliziert Nullteilerfreiheit und Kiirzungs-
regel fiir Multiplikation.

Lemma 3.18. Q ist ein Korper.

Beweis. Fiir a,b € Zmitb # 0gilt [(a,b)] =0y < a = 0. Insbesondere ist 15 # Og.
Fiira,b € 7\ {0} gilt

[(a, b)][(b, a)] = [(ab, ba)] = [(1,1)] = 1q,
also ist [(b, a)] die multiplikative Inverse von [(a, b)]. O
Definition 3.19 (Ordnung auf Q). Fiira,b,c,d € Z mit b,d > 0 definieren wir
[(a,b)] £ [(c,d)] : & ad <L cbh.
Lemma 3.20. (Q, <) ist ein total geordneter K1-Ring.

[5: 2020-11-16]
[6: 2020-11-18]

3.3 Reelle Zahlen

Definition 3.21. Sei (X, <) eine total geordnete Menge und A C X. Ein Element x € X
heif3st

(i) obere Schranke von A falls (Va € A)a < x.

(ii) Supremum von A (notiert als x = sup A) falls es die kleinste obere Schranke ist, d.h.,
X ist eine obere Schranke und fiir jede weitere obere Schranke x' gilt x < x'.

Eine Teilmenge A C X heifit nach oben beschrénkt falls es dafiir eine obere Schranke gibt.

Analog mit > statt < werden untere Schranke bzw. Infimum (inf A) definiert.
Es kann sein dass sup A ¢ A, z.B. gilt sup{x € Q| x < 0} = 0.

Beispiel. Die Menge A := {a € Q| a > 0 A a®> < 2} hat in Q kein Supremum (das
Supremum sollte \/5 sein, diese reelle Zahl ist aber nicht in Q).

Definition 3.22. Eine total geordnete Menge (X, <) heifit ordnungsvollstindig wenn jede
nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge ein Supremum in X besitzt.

Lemma 3.23. Sei X eine total geordnete Menge. Dann sind die folgenden Aussagen dqui-
valent.

(i) X ist ordnungsvollstindig,

(ii) jede nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge hat ein Infimum.

24



Beweis. Wir zeigen nur die Implikation (i) = (ii); die andere ist &hnlich mit < und
> vertauscht.
Sei A C X nicht leer und nach unten beschrinkt, d.h.,

B:={beX|(NVa€Ab <Lal#@.

Dann ist B nach oben beschriankt (durch jedes a € A). Nach Voraussetzung existiert
x = sup B € X. Da x die kleinste obere Schranke ist und jedes a € A eine weitere obere
Schranke ist, gilt (Va € A)x < a. Also ist x € B, d.h., x ist eine untere Schranke von A.
Es ist aber auch die grofite untere Schranke von A, also das Infimum von A. O

Satz 3.24 (reelle Zahlen). Esgibt, bis auf Isomorphie, genau einen ordnungsvollstindigen
total geordneten Korper. Wir nennen einen solchen Korper R und seine Elemente reelle
Zahlen.

Die Eindeutigkeit bis auf Isomorphie bedeutet dass es fiir je zwei solche Kérper R
und R’ einen Isomorphismus ¢ : R — R’ gibt, was in diesem Fall bedeutet dass ¢ eine
bijektive Abbildung ist die mit Addition, Multiplikation, und der Ordnung vertauscht.

Beweisskizze der Existenz von R. Zuerst konstruieren wir die positiven reellen Zahlen.
Sei Qo :={x € Q| x > 0}. Sei R, C P(Q5() die Menge der nichtleeren Teilmengen
R C Q,( mit den folgenden Eigenschaften:

(i) (Vx,y € Qs0)xERAX <y = Y ER,
(ii) R besitzt kein Minimum.

Auf der Menge R, kann man nun folgende Verkniipfungen und Ordnungsrelation de-
finieren:

R+R :={x+x'|x€eR,x" €R’}, RR :={xx'|IxeRx'€R}, RLR :< R2OR.
Wir haben aufierdem eine Einbettung
1:Qy = Ryp, x{X€Q|x<x}

Die Existenz der Suprema in diesem Modell von R, kann wie folgt gesehen werden:
wenn F C R, eine nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge. Dann ist

F :=nF \ {minnF}

das Supremum von ¥ (wir lassen den Formelteil mit min weg falls kein Minimum exis-
tiert). In der Tat, wenn R eine obere Schranke von # ist, dann ist R C NF, sodass
NF # @. Weitere Eigenschaften sind leicht zu tiberpriifen.

Die Konstruktion von R gegeben R, funktioniert genauso wie die Konstruktion
von Z gegeben N. Alternativ kann man Q an Stelle von Q,, nehmen und die obige
Konstruktion etwas modifizieren um direkt R zu erhalten. O]

Bis wir die Eindeutigkeit von R gezeigt haben, werden wir das Symbol R nicht be-
nutzen. Um die Eindeutigkeit zu zeigen, ist das folgende Ergebnis niitlzich.

Satz 3.25. Sei K ein total geordneter Korper. Dann gibt es eine eindeutige Abbildung  :
Q — K mit den Eigenschaften

(D) 1(0g) = 0, (1) = 1k,
(ii) fiiralle a,b € Q gilt ((a + b) = (a) + «(b),
(iii) fiir alle a,b € Q gilt ((ab) = (a)u(b).
Die Abbildung ist auch ordnungserhaltend in dem Sinn dass fiir alle a € Qs gilt ((a) > 0.

Damit konnen wir Q als Teilmenge von K auffassen.

Beweisskizze. Zuerst definieren wir ¢ auf N rekursiv mittels «(0y) = Ok und «(n + 1) =
((n) + 1, dann setzen wir es auf Z mittels (m — n) = «(m) — «(n) fort, und schliefilich
setzen wir es auf Q mittels (m/n) = (m)/u(n) fort. O
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3.3.1 Archimedische Eigenschaft
Lemma 3.26. Sei X eine total geordnete Menge und x,y, z € X. Dann gilt
Ax<y) &= x>y, x<y<z = x<z

Lemma 3.27. Sei X eine total geordnete Menge und A C X eine nichtleere Teilmenge.
Wenn sup A existiert, dann gilt fiir alle x € X

X <supA < (Ja€Ax<a.
Wenn inf A existiert, dann gilt fiir alle x € X
x>infA < (dae€A)x > a.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aquivalenz, die zweite geht genauso mit > statt <.
Wir beginnen mit der einfachen Implikation <= .Wenn x < afiireina € A, dann
X < a £ supA, und damit x < sup A.
Als Nichstes zeigen wir = . Dafiir zeigen wir die kontrapositive Implikation

—-((Ela EA)x < a) = -(x < supA).
Die Negation auf der linken Seite ist
Va € A)x > a,
d.h., x ist eine obere Schranke von A. Per Definition von sup A gilt alsosupA < x. O

Satz 3.28 (Archimedische Eigenschaft). Sei K ein ordnungsvollstindiger total geordneter
Korper. Dann ist N C K nach oben unbeschrinkt. In anderen Worten, fiir jedes x € K
existiert einn € N mit n > x.

Beweis. Angenommen, N wire in K nach oben beschridnkt. Nach Definition der Ord-
nungsvollstindigkeit existiert dann s = supN € K. Da s — 1/2 < s, existiert nach
Lemma 3.27 ein n € N mit s — 1/2 < n. Daraus folgt

n+1>(6—-1/2)+1=s+1/2>s.
Dan+1 € N, ist dies ein Widerspruch zu s = sup N. O
Korollar 3.29. Sei K ein ordnungsvollstindiger total geordneter Korper. Dann gilt in K
inf{l1/n|n e N,g} =0.

Beweis. Sei A := {1/n|n € N,,}. Da 0 eine untere Schranke ist und K ordnungs-
vollstidndig ist, existiert nach Lemma 3.23 das Infimum s := infA. Wenn s > 0, dann
wire 1/s € K eine obere Schranke fiir N, im Widerspruch zur Archimedischen Eigen-
schaft. O

Lemma 3.30. Sei K ein ordnungsvollstindiger total geordneter Korper. Sei a € K. Dann
gibtesgenaueinn € Zmita<n<a+lundgenaueinn € Zmita<n<a+1.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall a > 0 und zeigen dass es ein n € N, gibt mit
a < n < a+ 1. Aufgrund der Archimedischen Eigenschaft gibt es einn € Nmita < n.
Da N wohlgeordnet ist, gibt es ein minimalesn € Nmita < n.Dan > a > 0, gilt

n—1 & N.Danminimalistund n —1 < n, gilta £ n—1,also a > n — 1. Durch
Umstellen erhalten wir n < a + 1. O

Satz 3.31 (Dichtheit von Qin R). Sei K ein ordnungsvollstindiger total geordneter Korper.
Seien a,b € K mita < b. Dann gibteseinr € Qmita <r < b.
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Beweis. Archimedische Eigenschaft liefert ein n € N mit
n>1/(b—a)>0, bn>an+1.
Nach Lemma 3.30 gibt es ein m € Z mit
an<m<an+1<bn.
Es folgt a < m/n < b. O

Korollar 3.32. Sei K ein ordnungsvollstindiger total geordneter Korper. Dann gilt fiir
jedesa € K
a=inffreQ|a<r}

Beweisskizze der Eindeutigkeit von R. Seien K, K’ zwei ordnungsvollstindige total ge-
ordnete Korper. Der gewiinschte Isomorphismus (also bijektive Abbildung die mit Ad-
dition, Multiplikation, und Ordnung vertauscht) ¢t : K — K’ ist gegeben durch

((a) = inf{reQla<j,kr} O
in K’

3.3.2 Existenz von Quadratwurzeln

Lemma 3.33. Sei a € R mit a > 0. Dann existiert eine eindeutige Zahl b € R mitb > 0
sodass b? = a. Wir schreiben \/a = a'/? = b.

Beweis. ObdA a > 1, sonst betrachte 1/a.
Seien A :={c € R|c? > a A ¢ > 0} (diese Menge ist nichtleer nach dem Archime-
dischen Prinzip) und b := inf A. Wir wollen zeigen dass b> = a.

Wenn b? < a, dann withlen wir 0 < ¢ < min((a — b?)/(2b + 1), 1) (mit Hilfe von
Satz 3.31). Es folgt

(b+¢e) =b*+2be+¢€><b*>+2bc+ec<b’>+(a—b?)=a.

Damit ist auch b + € eine untere Schranke fiir A, im Widerspruch zu b = inf A.
Wenn b? > a, dann wihlen wir 0 < ¢ < (b? — a)/2b. Es folgt

(b—€)*=b*>—2be+¢*>b>—2bc>b*>—(b*—a)=a,
sodass b — € € A, im Widerspruch zu b = inf A. O

[6: 2020-11-18]
[7: 2020-11-23]

4 Konvergenz

4.1 Konvergenz von Folgen reller Zahlen

Eine Folge reeller Zahlen (oder auch Folge (mit Werten) in R) ist eine Abbildung a :
N — R. Eine gebrduchliche Notation dafiir ist (a,,),ey 0der (a,), wobei a,, der Wert der
Folge im Punkt n € N ist.

Definition 4.1 (Konvergenz). Sei (a,) eine Folge in R. Wir sagen dass diese Folge gegen
a € R konvergiert, oder dass a der Grenzwert dieser Folge ist falls

fiir alle € > 0 existiert ein ny € N sodass fiir allen € N mit n > ng gilt |a,, — a| < €.
Wir schreiben dann

lim a, =a oder a, — a(Wwennn— ).

n—oo
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Mit Quantoren sieht die Aussage a,, — a so aus:
(Ve € R,0)(IAng € N)(Vn € Ny )la, —af <e.

oder abgekiirzt
(Ve > 0)(Any)(Vn > ng)la, —a| <e.

Beispiel. Sei a,, = afiir alle n € N. Dann a,, — a.

Beispiel. Seia,, = 1/n fiir alle n € N. Dann a,, — 0.

Beweis. Sei € > 0. Nach Archimedischer Eigenschaft von R gibt es ein n, € N mit
ng > 1/€. Benutze es als n in der Definition der Konvergenz. O

Beispiel. a, = (—1)" konvergiert gegen kein a € R.

Beweis. Angenommen, a,, — a fiir ein a € R. Wihle ¢ = 1/2 und sei n, so, dass
n>n, = |a, —al| <e. Dann gilt

2= |an0 - an0+1| = |(an0 - a) - (al’l0+l - a)| S |an0 - a| + |an0+1 - a| S 2e= 1’
Widerspruch. O

Bemerkung. Die Konvergenzeigenschaft und der Grenzwert bleiben erhalten wenn man
endlich viele Folgenglieder dndert.

Lemma 4.2 (Eindeutigkeit des Grenzwerts). Sei (a,,) eine Folge in R und seien a,a’ € R
mita, - aund a, — a'. Dann gilta = a'.

Beweis. Sei € > 0 beliebig und seien ngy, ng so, dassn > ny, = |a, — a| < € bzw.
n>n, = |a,—ad'| <e Mitn = max(ng, ny) bekommen wir

la—a'| <|la—ay|+|a, —a'| < 2e.
Da dies fiir alle € > 0 gilt, muss |a — a’| = 0 sein. O

Definition 4.3 (Beschrinktheit). Wir nennen eine Teilmenge A C R beschrinkt falls die
Menge {|a|| a € A} nach oben beschrinkt ist. Wir nennen eine Folge (a,,) in R beschrankt
falls ihr Bild {a,, | n € N} eine beschrdnkte Teilmenge von R ist.

Lemma 4.4. Jede konvergente Folge in R ist beschrdnkt.

Beweis. Sei (a,) eine konvergente Folge in R mit @, — a. Dann existiert ein n, € N mit
n>n, = |a, — a| < 1. Eine obere Schranke fiir (a,,) ist dann

la| + 1+ max |a,]. O
0<n<ng
Beispiel. Die Folge a,, = n ist nicht beschrinkt (Archimedische Eigenschaft von R!),
also konvergiert sie auch nicht.
Definition 4.5. Eine Folge in R die gegen 0 konvergiert heif3t Nullfolge.
Lemma 4.6. Sei (a,) eine Folge in R und a € R. Dann gilt
a,>a < a,—-a—-0 < |a,—a| - 0.

Lemma 4.7. Seien (a,) und (b,) Folgen in R,y und C € R,,. Wenn a,, < Cb,, fiir alle
n € Nund b,, — 0, dann gilt auch a,, — 0.

Beweis. Wenn C = 0, dann ist a,, = 0 fiir alle n.
Wenn C > 0, fiir € > 0 sei ny so,dass n > ny, = |b,, — 0| < ¢/C. Dann gilt fiir alle
n2ng
la, — 0| <C|b,—0| <C-(e/C) =e. O
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Korollar 4.8. Seien (a,) und (b,) Folgen in R. Wenn a,, — 0 und (b,,) beschrdnkt ist,
dann a,b, — 0.

Lemma 4.9 (Korperoperationen und Konvergenz). Seien (a,) und (b,,) Folgen in R mit
a, — aundb, — b. Dann gilt

(i a,+b, »>a+b,
(ii) a,b,, — ab,
(iii) wenn a # 0 und fiir alle n € N gilt a,, # 0, dann 1/a,, — 1/a.
Beweis. (i) Sei € > 0 fest. Seien ny,ng so, dassn > ny, = |a, — a|] < €/2 bzw.
n>n, = |b, —b| < ¢/2. Dann gilt fiir n > max(ny, ng)
la, +b,—a—->b|<l|a,—a|l+|b,—b| <e/2+¢/2=c¢.

(ii) Da die Folge (a,) konvergiert, ist sie beschridnkt. Sei A > 0 eine obere Schranke
fiir |a,|. Wir schitzen ab

|a,b,—ab| = |a,b,—a,b+a,b—ab| < |a,b,—a,b|+|a,b—ab| < A|b,—b|+|b||a,—al.

Beide Summanden auf der rechten Seite sind Nullfolgen nach Lemma 4.7. Deren Sum-
me ist nach (i) also auch eine Nullfolge. Nach Lemma 4.7 ist die linke Seite also auch
eine Nullfolge.
(iii) Sei ng so, dass n > ny = |a, — a| < |a|/2. Dann gilt fiir n > n,
lag| > |a| = |a, —a| > |a| = a|/2 = |a]|/2.
Deshalb ist

sup |a,| ™' = supfla,| ™' [ n € Nyp } < 2/]al.
l’lZno

Insbesondere ist die Folge (|a,,,|_1)nzn0 beschrinkt. Deshalb ist die Einschrankung der
Folge
1/a, —1/a| = |a, —al - |a,| ™ |a] ™!

auf n > n, eine Nullfolge nach Korollar 4.8. O

Lemma 4.10. Seien a € R mit a > 1 und k € N. Dann n*/a"* - 0 wenn n - .

Beweis. Seia =1+ rmitr > 0. Fiir alle n > 2k gilt

a'=0+r)"= Zn: (Z)r"

k=0

k+1 | k+1 Kk
n k+1 _ r n: _ r .
Z<k+1>’ _(k+1)!(n—k—1)!_(k+1)!j1:[0(n 2

k
l"k+1 n_ (F/Z)k+1 1

= (k+1)!]1:£§_ Gkt

Es folgt dass

nk (r/2)k*1 -1 nk _ (r/2)k*1 -11
(kxor) wn =) 770 =

Lemma 4.11. Seia € Rmita > 0. Dann a"/n! — 0.

an =

Beweis. Sei N > 2|a| eine natiirliche Zahl. Fiir n > N gilt dann

an+1 al’l a 1 an

m+1)! nln+l-2n"

Per Induktion folgt dass

a” aV
— <2~(=-N)—_
n! = N!

Die rechte Seite ist eine Nullfolge nach Lemma 4.10. O
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4.2 Ordnung und Konvergenz, monotone Folgen

Definition 4.12 (Monotonie). Eine Folge (a,) in R heif3t monoton wachsend (fallend)
wenn fiir allen € N gilt a,, < a,, (bzw. a,, > a,,1). Eine Folge heifit monoton falls
sie monoton wachsend oder monoton fallend ist. Strikte Monotonie ist dhnlich definiert,
aber mit <,> an Stellevon <, >.

Proposition 4.13. Sei (a,,) eine monoton wachsende nach oben beschrinkte Folge in R.
Dann konvergiert (a,,), und es gilt

lim a,, = sup{a, |n € N} =supa,.
n—oo neN

Beweis. SeiA :={a,|n € N}unda :=supA.
Seie > 0.Daa—e < a = sup A, existiert nach Lemma 3.27 einn, € Nmita, > a—e.
Fiir alle n > ny gilt dann
a—e<ay, <a,<aq,

und insbesondere |a, — a| < €. O
Lemma 4.14 (Bernoulli-Ungleichung). Sei a € R mit a > —1. Dann gilt fiir allen € N
1+a)*>1+na.

Beweis. Induktion iiber n. IA ist klar. IS:
A+a)""!'=0+a)*1+a)>1A+na)1l+a)=1+n+1a+na*>1+(n+1a. O

Lemma 4.15 (Berechnung von Wurzeln). Seien a € R, o und p € N,. Sei xy € R, q
mit x5 > a. Wir definieren eine Folge in R rekursiv durch
p—1 a

X = X, + . 4.1)
n+l1 p n pr,_l

Dann konvergiert die Folge (x,), und ihr Grenzwert x := lim,,_, ., X, erfiillt xP = a.
Beweis. Fiir die rekursive Definition benutzen wir die Funktion R, , — R, die durch
-1
P X+ d
p pxp~1

X =

gegeben ist. Insbesondere ist (x,,) eine Folge in R, und durch 0 von unten beschriankt.
Mit Bernoulli-Ungleichung bekommen wir fiir jedes n € N
xb 1=x?,(1—l+i>p>xﬁ(1+p(—l+i))=x5(1—1+i)=a
n P pxh/ P pxh xh
sodass xb > a fiirallen € N.
Als Néchstes zeigen wir dass die Folge (x,,) monoton fallend ist. Fiir alle n € N gilt

-1 a X a X a
xn—xn+1=xn—pp Xp — p_1=?"— p_1=?"(1——p)20.
DPXn PXn Xn

Also ist (x,) eine monoton fallende, von unten beschriankte Folge in R, und damit kon-
vergent.

Sei x := lim,,_, X,. Dann ist x > 0, da sonst x,, < min(a, 1) fiir geniigend grof3e
n € N gelten wiirde, im Widerspruch zu xb > a. Also kénnen wir in (4.1) auf beiden
Seiten Grenzwerte nehmen (mit Hilfe von Lemma 4.9) und erhalten

p—1 a
D X+ pxp_l'

Daraus folgt xP = a. O

X =
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Bemerkung. Die Konstruktion (4.1) ist ein Beispiel einer Fixpunktiteration (in diesem
Fall das sogenannte Newtonverfahren). Fixpunktiterationen werden in Analysis 2 sys-
tematisch behandelt.

[7: 2020-11-23]
[8: 2020-11-25]

Lemma 4.16 (Sandwichlemma). Seien (a,), (by,),(c,) Folgen in R mita, < b, < ¢,
fiir alle n € N. Man nehme an dass (a,) und (c,) zu dem gleichen Grenzwert konver-
gieren, also lim,,_, , a,, = lim,,_, ., ¢,, = a. Dann konvergiert auch (b,) zu dem gleichen
Grenzwert.

Beweis. Fiir alle n € N gilt
0<b,—-a,<c,—a,—0.

Nach Lemma 4.7 ist b,, — a,, also auch eine Nullfolge. Es folgt b,, = (b,, — a,) + a,, =
O+a=a. O

Definition 4.17 (Limes superior/inferior). Fiir eine beschrinkte Folge (a,,) in R sei

liminfa, := lim inf a,, =sup inf a,, limsupa, := lim sup a,, = inf sup a,,.
n— oo n—co M>n neNy m=n N—o0 n—>00 p>p neN p>p

Lemma 4.18. Sei (a,) eine beschrdinkte Folge in R. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent:

(1) (a,) konvergiert,
(i) liminf,_, , a, = limsup,  _a,.
In beiden Fillen gilt

lim a, = liminfa, = limsupa,

n—oo0 n—co Nn—oo

Beweis. Wir zeigen nur (ii) = (i). Dies folgt aus dem Sandwichlemma, angewandt
auf die Folgen

inf a,, < a, < sup a,. O
m>n m>n

Definition 4.19 (Teilfolge). Sei (a,),cy €ine Folge und (ny)xen eine strikt monoton stei-
gende Folge in N. Dann heifit die Folge (a,, )xen eine Teilfolge von (a,).

Proposition 4.20. Jede Folge in einem total geordneten Raum besitzt eine monotone Teil-
folge.
Beweis. Sei (a,,) eine Folge in einem total geordneten Raum. Sei

M :={neN|Vm2>n)a, > a,}.

Wenn M eine unbeschrinkte Teilmenge von N ist, dann konstruieren wir eine Index-
folge (n)ren rekursiv wie folgt: sei ng € M beliebig. Fiir ein k € N setzen wir weiter

Riy1 = min(M NN, ).

Mit dieser Definition gilta,, > a,, ,,dan, € M, wir haben also eine monoton fallende
Teilfolge gefunden.

Wenn M dagegen eine beschrinkte Teilmenge von N ist, dann konstruieren wir eine
Indexfolge (n;)ren Wie folgt: sei ng > sup M. Fiir ein k € N setzen wir weiter

N1 i=minfm €N, | a,, < ap}

Die letztere Menge ist nicht leer weil n, € M, da n, > ny > sup M. Mit dieser Definition
giltay, < ay,,,,wir haben also eine (strikt) monoton steigende Teilfolge gefunden. [
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Korollar 4.21 (Satz von Bolzano-Weierstraf3). Jede beschrinkte Folge in R besitzt eine
konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (a,),cn €ine beschrinkte Folge in R. Nach Proposition 4.20 existiert eine
monotone Teilfolge (ay, )ren- Diese Teilfolge ist auch beschréinkt. Nach Proposition 4.13
konvergiert diese Teilfolge. O
4.3 Uneigentliche Grenzwerte

Es ist gelegentlich praktisch +oo als Grenzwerte zuzulassen. Dazu definieren wir

R :=RU{—o00,+00}

als geordnete Menge, wobei —co das kleinste Element ist, +oco das grofite Element, und
ansonsten die Ordnung von R benutzt wird. In R hat jede Teilmenge ein Supremum:

« fiir eine nach oben unbeschrinkte Menge A C R gilt in R dass supA = +oo.
« fiir die leere Menge A = @ gilt in R dass supA = —oo.

Genauso hat jede Teilmenge in R ein Infimum, und es gilt inf A = —(sup(—A)).

Die Definition der Konvergenz in R ldsst sich systematisch formulieren wenn wir
metrische Rdume definieren, ad hoc kann man sagen dass eine Folge (a,) in R gegen
+ 00 konvergiert falls

(VM € R)(3ny € N)(Vn € Ny )a, > M.
Lemma 4.22. Jede monotone Folge in R konvergiert in R.

Beweis. Sei(a,) eine monoton steigende Folge in R. Wenn kein n, gibt sodass sie fiir alle
n > ny den selben Wert annimmt, dann nimmt sie Werte in R an. Wenn sie dazu noch
beschrankt ist, dann konvergiert sie nach Proposition 4.13. Wenn sie unbeschrinkt ist,
dann konvergiert sie gegen +oo. O

4.4 Metrische Raume

Der Begriff der Konvergenz macht allgemeiner in sogenannten metrischen Rdumen Sinn.

Definition 4.23. Ein metrischer Raum besteht aus einer Menge M und einer Abbildung
d : M XM = R, genannt Metrik, sodass fiir alle x,y,z € M gilt

() x=y < d(x,y)=0,
(i) d(x,y) = d(y, x) (Symmetrie),
(iii) d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) (Subadditivitdit oder Dreiecksungleichung).

Die Grofie d(x, y) wird als der Abstand zwischen x und y (beziiglich der Metrik d)
bezeichnet.
Beispiel. R ist ein metrischer Raum mit der (Standard-)Metrik d(x,y) = |x — y|.

Beispiel. M Menge aller 6ffentlich zugdnglichen Punkte in Bonn und d;,(x, y) die mi-
nimale Fufiwegliange zwischen x, y.
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foot=430m

\\\ \\ \\\\ V¢

Anmerkung: wenn wir Fuflweg durch Fahrradweg oder die Linge durch Dauer er-
setzen, wird die Symmetrie verletzt. Wenn wir Bonn durch Deutschland ersetzen, dann
muss d manchmal den Wert +oco annehmen, weil es keinen Fu3weg vom Festland auf
manche Inseln gibt.

Beispiel. Sei M eine beliebige Menge. Dann ist

0, x=y,

ddis(x’y) o= 1 x;éy

eine Metrik auf M, die sogenannte diskrete Metrik.
Beispiel. Sei (M, d) ein metrischer Raum, M’ eine Menge, und( : M’ — M eine injektive
Abbildung. Dann ist t*d(x,y) := d(u(x),«(y)) eine Metrik auf M (die pullback- oder
Riicktransport-Metrik).

Wenn M’ C M eine Teilmenge und tdie Identitdtsabbildung ist, nennt man dy;/ (x, y) :
id"d(x,y) = d(x, y) die induzierte Metrik. Insbesondere ist Q@ mit der Metrik d(x,y) =
|x — y| ein metrischer Raum.

Beispiel. Wir betrachten die Abbildung: : R — R,

X

W(x) = { 1+x’
+1, X = *o00.

’

Dann ist der Pullback der Standradmetrik auf R,

rd(x,y) = |u(x) — «(p)]
eine Metrik auf R.

Definition 4.24 (Konvergenz in metrischen Rdumen). Sei (M, d) ein metrischer Raum.

Eine Folge (a,) in M heif3t konvergent mit Grenzwerta € M (auch: a,, — aoderlim,,_, a, =

a) falls
(Ve € R,0)(3ng € N)(Vn € N, )d(a,, a) <e.

Fiir R mit der Standardmetrik stimmt das mit der vorherigen Definition {iberein.
Fiir R mit der oben beschriebenen Metrik stimmt diese Definition der Konvergenz mit
der Definition in Abschnitt 4.3 {iberein (Ubung). Genauso wie fiir Folgen in R erhalten
wir folgende Eigenschaften von Folgen in metrischen Rdumen.

Lemma 4.25 (Eindeutigkeit und Charakterisierung des Grenzwerts). Sei(a,,) eine Folge
in einem Metrischen Raum (M, d) und seien a,a’ € M. Dann gilt

(i) Wenna, » aunda, — a’,danna =a'.

(i) a, > a < d(a,,a) — 0.
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4.5 Cauchy-Folgen

Die Definition der Konvergenz hat den Nachteil dass man einen Kandidaten fiir den
Grenzwert haben muss um die Definition iiberpriifen zu konnen. In diesem Abschnitt
lernen wir ein Konvergenzkriterium kennen das nur die Werte der Folge benutzt.

Definition 4.26. Eine Folge (a,,) in einem metrischen Raum (M, d) heif3t Cauchy-Folge
wenn
(Ve € R,0)(3ny € N)(Vn,n" € Ny, )d(ay,, ay) <e.

Kurzschreibweise:
(Ve > 0)(Ing € N)n,n' > ng = d(a,,a,) <e.

Lemma 4.27. Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist auch eine Cauchy-
Folge.

Beweis. Sei a, — a eine konvergente Folge. Sei € > 0. Nach Definition der Konvergenz
existiert ein ng € Nmitn > ny = d(a,,a) < ¢/2. Fiir n,n’ > n, bekommen wir

d(a,,a,) <d(a,,a)+d(a,a,y) <e/2+€/2=c¢. O

Bemerkung. Im Beweis des folgenden Satzes ist die folgende Aussage implizit enthalten:
wenn (a,) eine Cauchyfolge in einem metrischen Raum ist und eine Teilfolge (ay, )
gegen ein a konvergiert, dann konvergiert auch a,, — a.

Satz 4.28 (Cauchy-Kriterium fiir Folgen in R). Jede Cauchy-Folge in R ist konvergent.

Beweis. Sei (a,) eine Cauchy-Folge in R.

Schritt 1: (a,,) ist beschriankt. Das geht dhnlich wie der Beweis fiir konvergente Fol-
gen (Lemma 4.4).

Schritt 2: Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf} besitzt (a,),cy €ine konvergente
Teilfolge (a,, Jren- Sei a 1= limy_ a,, der Grenzwert dieser Teilfolge. Wir werden
zeigen dass a,, — a.

Sei € > 0. Nach Definition der Konvergenz existiert ein ko mitk > kg = |a,, —
al < €/2. Nach Definition einer Cauchy-Folge existiert ein N mitn,n’ > N = |a, —
a,| < €/2.Seik >k, so, dass nj > N. Dann gilt fiir allen > N

la, —a| < |a, — ap, | +]a,, —al <e/2+e/2=¢. O

Satz 4.28 ist in allgemeinen metrischen Rdumen falsch.

Beispiel. Sei M = R\ {0} mit der induzierten Metrik. Die Folge (1/n) ¢y, ist in M eine
Cauchyfolge, konvergiert aber nicht in M.
Beispiel. Sei M = Q C R mit der induzierten Metrik. Betrachte die Folge (x,) aus
Lemma 4.15 mit einem rationalen Startwert und a = p = 2. Diese Folge nimmt Werte
in Qan undistin R konvergent. Nach Lemma 4.27 ist sie eine Cauchyfolge in R. Deshalb
ist sie auch eine Cauchyfolge in Q.

Wenn x,, — x in Q, dann ist auch x,, — x in R, und aufgrund der Eindeutigkeit des
Grenzwerts gilt x = \/5 Dies ist ein Widerspruch zu \/5 & Q, also konvergiert die Folge
(x,)p, nicht in Q.

Das Cauchy-Kriterium fiir Konvergenz ist auf3erordentlich wichtig. Deshalb gibt es
eine spezielle Bezeichnung fiir metrische Rdume in denen dieses Kriterium erfiillt ist.

Definition 4.29 (Metrische Vollstindigkeit). Ein metrischer Raum (M, d) heif3t (me-
trisch) vollstindig wenn jede Cauchy-Folge in M in M konvergiert.

Beispiel. R ist metrisch vollstandig.
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5 Normierte Vektorriume

5.1 Vektorraume

Definition 5.1. Ein Vektorraum tiber R ist eine kommutative Gruppe (V, +) zusammen
mit einer Skalarmultiplikation - : RXV — V, (a,v) — av, sodass fiir alle a,b € R und
v,w € Vgilt

() a(v+w) = av + aw,
(ii) (a + b)v = av + by,
(iii) (ab)v = a(bv),
(iv) 1v = v.
Beispiel. R ist ein Vektorraum tiiber R, mit der Multiplikation in R als Skalarmultipli-

kation.

Beispiel. RN = Hf\; R ist ein Vektorraum iiber R mit der komponentenweisen Addi-
tion und Multiplikation: fiir v = (v, ..., Un), w = (Wy, ..., wy) € RN und a € R setzen
wir

v+w=(v; +wy,.., Uy +wy), av :=(avy,..,avy).
Beispiel. Sei B(N) die Menge aller beschriankten Folgen in R. Dies ist ein Vektorraum
iiber R mit den komponentenweisen Operationen.

Beispiel. Sei B.(N) die Menge aller beschrinkten Folgen in R mit nur endlich vielen
Folgengliedern # 0. Dies ist auch ein Vektorraum iiber R mit den komponentenweisen
Operationen.

[8: 2020-11-25]
[9: 2020-11-30]

5.2 Normen auf Vektorriumen

Definition 5.2. Sei V ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung ||-|| : V — Rsq heifst
Norm auf V falls fiir alle a € R und v, w € V folgendes gilt.

i) v=0 < |v||=0.
(i) ||[v+ w|| < ||v|| + ||w|| (Dreiecksungleichung),
(iii) [lav|| = |a| - [[v]| (Homogenitdit).
Das Paar (V, ||+||) bezeichnet man als normierten Vektorraum.

Beispiel. (R, |-]) ist ein normierter Vektorraum.
Beispiel. Fiirv = (vy,...,vy) € RN definiere
N
ol = 21yl
j=1
Dies ist eine Norm auf RV,

Beispiel. Fiirv = (v)) jen € B(N) definiere

llvlleo == suplyl.
JeN

Dies ist eine Norm sowohl auf B(N) als auch auf B.(N).
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Definition 5.3 (Euklidische Norm). Fiir v = (vy,...,vy) € RN definiere

N \12
lollz == (X luP)
j=1

Lemma 5.4 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Seien vy, ..., vy, Wy, ..., Wy € Rsq. Dann
gilt

N
2y < [[olll[w]l2-
j=1

Beweis. Wenn ||v]|, = 0, dann sind alle v; = 0, sodass die linke Seite der Ungleichung
verschwindet. Sei also ObdA ||v||, # 0.

Sei A € R, beliebig. Mit der elementaren Ungleichung ab < a?/2 + b?/2 (die aus
(a — b)? > 0 folgt) konnen wir schreiben

N N
259w = 2, (Au)(wy/A)

j=1 j=1
N
< DT (A)?/2 + (wy/A)?/2
Jj=1
= 2oll3/2 + [[wli3/22).
Wenn wir nun 4 = 4/ ||w]|,/||v]|, wihlen, erhalten wir die Behauptung. O

Lemma 5.5 (Subadditivitiit der Euklidischen Norm). Fiir alle v, w € RN gilt
lv+ wllz < [Jullz + [[wll,.

Beweis. Wir quadrieren die linke Seite der Ungleichung und erhalten

N
o+ wl3 = X ly +wl?
j=1

N
< D2yl + lwy])?
j=1

N
D1 + 20yl Jwy| + Jw;.
Jj=1
Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung schétzen wir weiter ab

N
e = {[Ol13 w3 +2 3 [yl
j=1

< lollz + lIwllz + 2l 12wl
= ([vllz + l[wll2)?*. O

Auf einem normierten Vektorraum benutzen wir stets die induzierte Metrik
d(x,y) 1= [lx = yl.
Damit konnen wir iiber Konvergenz von Folgen in normierten Vektorrdumen sprechen.

Lemma 5.6 (Rechenregeln fiir Grenzwerte in normierten Vektorraumen). Sei a, — a
eine konvergente Folge in R. Seien v, — v und w, — w konvergente Folgen in einem
normierten Vektorraum (V, ||-||). Dann gilt a,v,, - av und v, + w, — v + Ww.

Beweis. Gleicher Beweis wie im Fall V = R (Lemma 4.9). O
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5.3 Banachriume

Definition 5.7. Ein Banachraum ist ein normierter Vektorraum der (metrisch) vollstin-
dig ist.

Beispiel. (R, |-]) ist ein Banachraum nach Satz 4.28.
Lemma 5.8. (RN, ||-||,) ist ein Banachraum.

Beweis. Wir miissen zeigen dass jede Cauchyfolge konvergiert. Sei also (U,),en €ine
Cauchyfolge in RN, Jedes Element dieser Folge ist ein N-Tupel: U, = (v, )L,

Seil < j < Nfest. Da |v,j — Uy j| < ([, — Ul ist jede Folge (vy, j)nen €ine
Cauchyfolge in R, konvergiert also gegen ein (eindeutig bestimmtes) v; € R.

Sei U := (y)IL,. Wir werden zeigen dass ||0, — U||, — 0. Sei dazu ¢ > 0. Per Defini-
tion existiert fiir jedes 1 < j < N ein ng ; € N sodass

nzngj = |v,;—yl < e/\/ﬁ.
Es folgt dass fiir n > max{ng 1, ..., no N} gilt
N 1/2 N 1/2
152 = 8ll2 = (D lons = vP) < (T EWNP?)  =e 0
Beispiel. (B.(N),||-||c) ist ein normierter Raum, aber kein Banachraum.

Beweis. Sei U = (u))jey die Folge v; = 277 in R, sodass U € B(N).
Betrachte die Folge (Uy,),en in B., wobei

an = (Un,j)jeN’ Un,j = 1j§nvj‘
Dann gilt ||U, — U]|lc = 277! — 0, aber 0 ist kein Element von B,(N). Aufgrund der

Eindeutigkeit des Grenzwerts konvergiert die Folge (U,),cy nicht in B,(N). O

5.4 Komplexe Zahlen

Definition 5.9. Die komplexen Zahlen sind der Vektorraum C = R X R iiber R mit der
zusdtzlichen Verkniipfung

oY) 1= (xx" = yy', xy + X'p).

Fiir z = (x,y) € C heif3st x der Realteil, x = Rz, und y der Imaginirteil, y = Sz, von z.
Wir definieren weiterhin Oc := (0,0), 1¢ := (1,0), i := (0,1), undt : R - C,
((x) = (x,0).

Die Multiplikation auf C stimmt mit der Skalarmultiplikation auf R? iiberein:
a(x,y) = (ax,ay) = (a) - (x, y).
Mit dieser Definition gilt
i* =(0,1)(0,1) = (-1,0) = ~1g,

Satz 5.10. (C,+,-,0c¢, 1¢) ist ein Korper. Die Abbildung 1 : R — C ist ein injektiver Kor-
perhomomorphismus (d.h., sie vertauscht mit Addition und Multiplikation).
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Beweis. Wir zeigen nur die Existenz von Inversen. Dafiir benutzen wir komplexe Kon-
jugation: fiir x,y € R setze

(x7 ,V) = (x’ _y)‘
Wir behaupten dass fiir x, y € R die nicht beide verschwinden gilt
)t =02+ )7 (),

wobei die Inverse auf der rechten Seite in R genommen wurde. Tatsichlich gilt

(6 Y)(x, ) = (6, 1)(x, =) = (X = y(=p), x(=y) + yx) = (x> + 2, 0),
und es folgt

(%, V)2 + YD)k, y) = (%2 + y2) 712 + y2,0) = (1,0) = 1. O

Wenn man nun R mit einer Teilmenge von C identifiziert, dann kann man (x,y) =
X + iy schreiben.
Fiir alle z, w € C und die komplexe Konjugation gelten die Rechenregeln

zZ+z z—z
= , Sz=—
2 21

Der Betrag einer komplexen Zahl z = x + iy € C ist definiert als

2] 1= Vzz = \/x2 + y2.

Fiir z € R stimmt das mit der fritheren Definition des Betrags iiberein.

z=2z, z+w=z4+w, zZzw=z-w, Rz

Lemma 5.11. Fiiralle z,w € C gilt
A |z| =0 < z=0,
(i) |zw| = |z| - |w| (Multiplikativitdt),
(ii)) [2] = |2,
() [Rz| <z, [Sz] < |2,
(v) |z + w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung)
Beweis. Da der Betrag auf C genau die Euklidische Norm auf R? ist, sind die meisten
Aussagen einfach zu sehen. Nur die Multiplikativitit ist nicht sofort ersichtlich. Wir
rechnen also nach: sei z = a + ib, w = ¢ + id. Dann
|zw|? = |ac — bd + i(ad + bc)|? = |ac — bd|? + |ad + bc|?
= |ac|* — 2acbd + |bd|* + |ad|* + 2adbc + |bc|?.
= |ac|?® + |bd|? + |ad|? + |bc|?
= (lal* + b))l + [d*) = |z |w]?. 0
Korollar 5.12. (C, ||) ist ein Banachraum (iiber R).
Notation 5.13. Wir schreiben K fiir einen der Korper R oder C.

Beispiel (Bombelli, 16. Jhd.). Die Cardano-Losungsformel fiir kubische Gleichungen
der Form x* = 3px + 2q lautet

x:C+g, c=3q+V@ -

Diese Formel kommt sogar im reellen Fall nicht ohne komplexe Zahlen aus. Sei z.B.

p = 5und q = 2. Dannist x = 4 eine Losung. Allerdingsist q++/q% — p3 = 2+y/—-121 =
2 + 11i. Eine dritte Wurzel von 2 + 11iin Cist 2 + i, und 5/(2 + i) = 2 — i.

[9: 2020-11-30]
[10: 2020-12-07]
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6 Reihen

Reihen sind eine spezielle Art von Folgen, ndmlich die Partialsummen einer weiteren
Folge. Wir werden 2 Sorten von Reihen benutzen: Reihen in Banachraumen und posi-
tive Reihen (in Rs).

In den Beweisen kann man sich den Banachraum V als R vorstellen, wir werden
die Ergebnisse dieses Kapitels aber auch fiir andere Banachrdume verwenden. Der Fall
V = C wird bei der Betrachtung trigonometrischer Funktionen wichtig sein. Spiter
werden wir auch Funktionenrdume als V verwenden.

Definition 6.1 (Reihe in einem Banachraum). Sei (v;) ey eine Folge in einem Banach-
raum V. Die n-te Partialsumme der Folge (v;) ist

Die Folge der Partialsummen (s,) heifit Reihe in V, man bezeichnet sie auch mit ), U

Das j-te Folgenglied v; bezeichnet man auch als den j-ten Summand der Reihe ), iU
Eine Reihe heifst konvergent falls die Folge ihrer Partialsummen in V konvergiert. Der
Grenzwert heifit dann der Wert der Reihe und wird mit

(¢4 n
Z y := lim Z Y (6.1)
j=0 =0

n—oco “=
J

bezeichnet. Eine Reihe heifit divergent falls sie nicht konvergent ist.

Aus den entsprechenden Eigenschaften fiir Folgen bekommen wir Rechenregeln
fiir Reihen:

Lemma 6.2. Seien ), jyjund > j Wj konvergente Reihen in einem Banachraum V und sei
a € R. Dann gilt

o] [S,o] oo [so] o]
LW =2 u+ 2w Yay=a)y,
j=0 j=o0 "~ j=o j=0 j=0
und insbesondere konvergieren die Reihen auf den jeweiligen linken Seiten.

Wir beginnen mit einer einfachen Charakterisierung der Konvergenz von Reihen.

Lemma 6.3 (Teleskopsumme). Sei (b;) eine Folge in einem Banachraum V und a; =
bj+1 — bj. Dann konvergiert die Reihe Zj a; genau dann wenn die Folge (b;) konvergiert.
In diesem Fall gilt

Nach der Rechenregeln fiir Grenzwerte konvergiert diese Folge genau dann wenn (b,,)
konvergiert. O

Lemma 6.4 (Geometrische Reihe). Sei a € C mit |a| < 1. Dann konvergiert die Reihe
> ak und

e 1
k _
kzzoa =12

39



Beweis. Nach den Rechenregeln fiir Grenwerte reicht es zu zeigen dass
n n

1—a) lim a“=1lm(1-a ak=1.

A-alim 3, af = lim(1-a) 2,
Dafiir schreiben wir

n n n

(1-a) Z ak = Z(l _a)ak — Z(ak_ ak+1) = q0 — gnt!
k=0 k=0 k=0

als Teleskopreihe (mit b; = —a/). Nach Lemma 4.10 gilt

lim|a/| = lim|a|]/ = 0. O
j—oo jooo

6.1 Positive Reihen

Reihen mit positiven Summanden sind von fundamentaler Bedeutung, weil die Konver-
genz allgemeiner Reihen hiufig durch einen Vergleich mit einer positiven Reihe gezeigt
wird. Im Gegensatz zu Reihen in allgemeinen Banachrdumen kann jeder positiven Rei-
he ein Grenzwert in Ry, zugewiesen werden.

Definition 6.5 (Positive Reihe). Fiir eine Folge (a;) in ﬁzo setzen wir
o0 n
Z a; :=sup Z aj, (6.2)
j=0 neN j=0

wobei die Summe als +oo interpretiert wird wenn einer der Summanden gleich +oo ist.

Da die Partialsummenfolge monoton steigen ist, stimmen die Definitionen 6.1 und 6.5
iberein wenn die Reihe in R konvergiert:

Lemma 6.6. Sei (q;) eine Folge in R;. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) Die Reihe ), i konvergiert in R,
(ii) die Partialsummenfolge (Z;lzo aj)nen ist in R beschrinkt,
(iii) Z;o:o a; < +oo, wobei die linke Seite als positive Reihe gesehen wird.

In diesem Fall stimmen die Werte (6.1) und (6.2) iiberein.

Beweis. Wenn die Summanden positiv sind, dann ist die Partialsummenfolge monoton
wachsend.

(i) = (ii): Aus Proposition 4.13 wissen wir dass beschrinkte monoton wachsende
Folgen in R konvergieren.

(ii) = (i): Wenn die Partialsummenfolge in R konvergiert, ist sie beschrinkt
nach Lemma 4.4.

(ii) < (iii): Der Wert in (iii) ist per Definition die kleinste obere Schranke der
Partialsummenfolge. O

An dieser Stelle brauchen wir noch die Tatsache dass die Ordnung auf R unter
Grenzwerten erhalten bleibt.

Lemma 6.7. Seien (s,) und (t,) Folgen in R die gegen s € R bzw. t € R konvergieren.
Wenn fiir alle n € N stets s, < t, gilt, dann gilt auch s < t.
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Beweis. Angenommen, s > t. Sei € := (s—t)/2. Per Definition der Konvergenz existiert
ein n mit |s, — s| < eund |t,, — 5| < €. Dann gilt aber

Sp>S—e=t+e>ty,,
Widerspruch. 0

Lemma 6.8 (Monotonie der unendlichen Summation). Seien (a;) und (b;) Folgen in
@20- Wenn fiir alle j € N stets a; < b; gilt, dann gilt

00 oo
Z 4 =< Z by
j=0 Jj=0

Beweis. Wenn die Reihe ) j b; in R konvergiert, dann folgt aus Lemma 6.6 dass auch die

Reihe ), 9 in R konvergiert. Die behauptete Ungleichung folgt mit einer Anwendung
von Lemma 6.7 auf die Partialsummenfolgen.

Wenn die Reihe ). bj in R nicht konvergiert, dann hat sie den Wert +oco0, und die
behauptete Ungleichung gilt unabhéingig vom Wert der linken Seite. O]

Proposition 6.9 (Cauchy-Verdichtungssatz). Sei (a;) eine monoton fallende Folge in
Ro. Dann konvergiert Zj aj genau dann wenn ), 2K,k konvergiert.

Beweis. Da die Summanden beider Reihen positiv sind, konvergieren sie genau dann,
wenn die jeweilige Partialsummenfolge

Z aj, bzw. tx= Z 2kay
Jj=1
beschrénkt ist. Wir werden fiir alle K € N, zeigen dass
SoK+1_1 S tK S 2S2K,

und da die Partialsummenfolgen monoton steigend sind folgt daraus dass (s,) genau
dann beschrinkt ist wenn (tx ) beschrinkt ist.
Die erste behauptete Ungleichung zeigt man wie folgt:

2K+1_1 K 2k+1 1 K 2k+1 1
S2K+1_1 == Z aj == Z Z aJ < Z Z a2k - Z 2ka2k - tK’
Jj=1 k=0 j=2k =0 j=2k
und die zweite so:
K K 2k 2K
tK=22ka2k=a1+22 Z a2k<2a1+22 Z aj=22aj=252K.D
k=0 k=1 j=2k-141 k=1 j=2k-141 Jj=1

Lemma 6.10. Seia € Q.. Dann konvergiert die Reihe Zj 1/j% genau dannwenn ot > 1.

Beweis. Nach dem Cauchy-Verdichtungssatz konvergiert die Reihe genau dann, wenn

Z zk/(zk)ot — Z(zl—a)k
k

k

konvergiert. Fiir « > 1 gilt 2!7% < 1, sodass diese Reihe eine geometrische Reihe ist.
Fira <1 gilt 21~ > 1, sodass die K-te Partialsumme > K ist, die Partialsummenfolge
also unbeschrinkt. O
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6.2 Absolute Konvergenz

In diesem Kapitel besprechen wir Konvergenzkriterien fiir Reihen die nicht von der
Reihenfolge der Summanden abhiingen. Sie alle basieren auf dem Cauchy-Kriterium
fiir Konvergenz von Folgen, das wir zunédchst fiir Reihen umformulieren.

Proposition 6.11 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen). Sei (v;) eine Folge in einem Banach-
raum V. Die Reihe ZJ. v; konvergiert genau dann wenn

!

n
(Ve € |]%>0)(3n0 € N)(V”l, nl S N)(no <n S I’ll) — ||Z UJH < €.
Jj=n

Beweis. Fiir die Partialsummenfolge gilt

n n’
=30 3= 0w
Jj=0 j=n

Die oben aufgestellte Bedingung ist also dquivalent dazu dass die Partialsummenfolge
eine Cauchy-Folge ist. Per Definition eines Banachraums sind die Cauchy-Folgen in V'
genau die konvergenten Folgen in V. O

Korollar 6.12. Wenn Zj y; eine konvergente Reihe in einem Banachraum ist, dann gilt
Iyl = 0.

Die umgekehrte Implikation ist falsch: Lemma 6.10 liefert Beispiele von divergenten
Reihen deren Summanden Nullfolgen bilden.

Definition 6.13. Sei (v;) eine Folge in einem Banachraum V. Die Reihe ZJ. U; heifit abso-
lut konvergent wenn die Reihe ), i |lvj|| konvergiert.

Proposition 6.14. Sei ), iU eine Reihe in einem Banachraum V. Wenn diese Reihe abso-
lut konvergiert, dann konvergiert sie auch, und es gilt die verallgemeinerte Dreiecksunglei-

chung
1> v < Xl (6.3)
j=1 j=0

Beweis. Das Cauchy-Kriterium fiir Reihen besagt dass die Reihe )] jUj genau dann kon-
vergiert wenn gilt

n!
Ve e R,p)@n, e N)(Vn,n eN : ng<n< n’)HZ U]” <e. (6.4)
j=n

Die Dreiecksungleichung fiir die Norm von V impliziert fiir alle n < n’ (per Induktion)
die Ungleichung

n' n'
EIESED
J=n Jj=n
Also folgt (6.4) aus

nl

(Ve € Ryp)(Fng € N)(Vn,n' e N : ng <n<n') Z Iyl <e,

j=n

und das ist nach dem Cauchy-Kriterium dquivalent zur Konvergenz der Reihe )’ i Ilvs]]-
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Um die verallgemeinerte Dreiecksungleichung zu zeigen wihlen wir ein € > 0.
Nach Definition der Konvergenz einer Reihe existiert ein n € N mit

o0 n
|Z 0= 30 <=
j=0 j=0
Mit der Dreiecksungleichung folgt
0 o0 n n n 0
1Z ol <[Zu- o] +]Zu <c+ Ziat<e+ D
Jj=0 Jj=0 Jj=0 Jj=0 Jj=0 j=0
Da e > 0 beliebig war, folgt die verallgemeinerte Dreiecksungleichung (6.3). O

[10: 2020-12-07]
[11: 2020-12-09]

Lemma 6.15 (Majorantenkriterium). Sei (v;) eine Folge in einem Banachraum V und
(¢j) eine Folge in Ry,. Wenn die Reihe Zj ¢j konvergiert und fiir ein j, und alle j > j stets
lvjll < ¢; gilt, dann ist die Reihe )’ Y absolut konvergent, und insbesondere konvergent.

Beweis. Fiir die Partialsummen der Folge (||y;]]) gilt
n Jo n Jo o0
2wl < Yyl + 25 6 < 2lvll+ 2
j=0 j=0 j=io =0 j=0

Insbesondere ist diese Partialsummenfolge beschrinkt, und nach Lemma 6.6 konver-
gent. O

Beispiel. Die Reihe }}, 1/(k!) ist absolut konvergent, weil fiir alle k € N gilt k! > 2k-1
(Induktion), sodass 1/k! < 2/2¥. Die Reihe D i 2/ 2k konvergiert als Produkt einer Kon-
stante und einer geometrischen Reihe. Die Eulersche Zahl ist der Wert der o.g. Reihe:

=1
e = —
27

Lemma 6.16 (Vergleichskriterium). Sei (v;) eine Folge in einem Banachraum V und (a;)
eine Folge in R. . Wenn die Reihe Zj a; konvergiert und

: Iyl
limsup —— < +oo0,
joeo G
dann konvergiert auch die Reihe ), iU absolut.

Beweis. Auslimsup;_,  ||vjl|/a; < +oo folgt auch

_ [yl
ri=sup —— < +o0
jeN G
Wir kénnen also das Majorantenkriterium mit der Reihe ), irq benutzen. O

Lemma 6.17 (Quotientenkriterium). Sei (v;) eine Folge in einem Banachraum mit v; # 0
fiir alle j und

v.
lim sup 10711 <1

oo Iill

Dann konvergiert die Reihe ). Y absolut.
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Beweis. Per Definition von lim sup existier.t gin Jo €Nsodassa :=sup;; [[vj.1ll/[lyll <
1. Fiir j > j, bekommen wir also ||y;|| < a/~/||v;_ ||. Die Konvergenz von ), iU folgt nun
aus dem Vergleichskriterium und der Konvergenz der geometrischen Reihe. O
Beispiel. Die Reihe Y j?27J konvergiert weil

(+1D2- U+ g o 1

Proposition 6.18 (Wurzelkriterium). Eine Reihe ) Y in einem Banachraum ist

(i) konvergent falls
lim sup|y;||*V < 1,
J—=©
(ii) divergent falls
lim sup|y;||*¥ > 1.
]—>00
Beweis. (i) Per Definition von lim sup existiert ein jo € Nsodass a := sup; ; [yl <
1. Fir j > j, bekommen wir also ||y;]| < a’. Die Konvergenz von Y, iU folgt nun aus
dem Majorantenkriterium und der Konvergenz der geometrischen Reihe.
(ii) In diesem Fall gilt fiir jedes n stets sup j2n||vj||1/j > 1. Deshalb ist die Reihe
divergent nach Korollar 6.12 O

Beispiel. Betrachte die Folge (g;) in R mit
ay =275, ag =375
Nach dem Wurzelkriterium konvergiert diese Reihe, das Quotientenkriterium ist auf
sie aber nicht anwendbar.
Bei der Anwendung des Wurzelkriteriums ist die folgende Aussage gelegentlich hilf-
reich:
Lemma 6.19. lim,_ , n'/" = 1.

Beweis. Da {/n = n'/" > 1, gilt

n=An"=0+®@n-1y =3 (Z)(W— D> 1+ (’;)(W - 17,

k=0

sodass .
({/n— 1) S(n—l)(Z) - % -0

Nach dem Sandwich-Lemma folgt (4/n — 1)> — 0. In den Ubungsaufgaben wurde ge-
zeigt dass das 4/n — 1 — 0 impliziert. O

Bemerkung. Das Wurzelkriterium liefert keine Aussage falls lim supn_)oo||vj||1/j = 1.
Wir wissen z.B. aus Lemma 6.10 dass die Reihe ) I /j% je nach dem Wahl von a konver-
gent oder divergent sein kann. Nach Lemma 6.19 gilt aber stets (1/j%)V// = (j1)=% — 1
wenn j — oo.

Das Wurzelkriterium ist stirker als das Quotientenkriterium, in dem Sinn dass es
auf jede Reihe anwendbar ist auf die das Quotientenkriterium anwendbar ist. Dies folgt
aus dem néchsten Lemma.

Lemma 6.20. Sei (q;) eine Folge in R,. Dann gilt in R stets

LS| . Vj _ 1 aj+1
lim inf -2~ < lim sup q I < lim sup 2.
Joeo G Jj—oo joeo G
Beweis. Ubung,. O
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6.3 Potenzreihen

Eine Potengzreihe ist eine Reihe der Form
Z a,z",
n

wobei (a,,) eine Folge in Cund z € C.

Beispiel. Ein Dezimalbruch a_y ...ag.a,a, ... mit Ziffern a_y, ... € {0,...,9} ist der Wert

der Reihe -
> a,-107"
n=-k

Jede positive reelle Zahl kann als ein Dezimalbruch der obigen Form dargestellt werden.
Man kann statt 10 eine andere Basis verwenden, z.B. werden 2, 8,16, 64 und andere
Zweierpotenzen in Computerprogrammen hiufig verwendet. Man kann die Basis sogar
fiir jede Stelle verdndern, z.B. gilt 29 Knut = 1 Sickel und 17 Sickel = 1 Galleone, sodass
man Bruchteile von Galleonen wie folgt darstellen kann:

g+s- 177 +k-1771-297 4+ > a,1771 - 2971 107,
n=1
Wer das zu abwegig findet, denke an Zeiteinheiten oder imperiale Maf3e.

Da Dezimal-/Bindrbruchdarstellung auch in AlMa behandelt wird, verzichten wir
auf Beweise. Es sei aber angemerkt dass in den Beweisen Rundung benutzt wird; diese
wird mit Hilfe der Archimedischen Eigenschaft der reellen Zahlen definiert: fiir a € R
sind die Abrundung |a| und die Aufrundung [a] als die eindeutigen Elemente von Z
definiert fiir die gilt

a—1<l]al]<a, a<fal<a+1.

Die Existenz und Eindeutigkeit solcher Zahlen wurde in Lemma 3.30 gezeigt.

Eine systematische Untersuchung von Potenzreihen ist Gegenstand der komplexen
Analysis. An dieser Stelle bauen wir nur so viel Theorie auf wie notig ist um die Expo-
nentialfunktion zu verstehen.

Satz 6.21 (Konvergenzradius). Sei (a,) eine Folge in C und

1 —
= = € Ry,
limsup,__|a,/Vn ~ =°

o

mit der Konvention 1/0 = +oo und 1/(+o0) = 0.
(i) Fiir z € C mit|z| < p konvergiert die Reihe ), a,z" absolut.

(it) Fiir z € C mit |z| > p ist die Folge (a,z") unbeschrinkt und die Reihe )} a,z"
divergent.

Beweis. Es gilt
lim sup|a,z"|Y"* = |z|lim sup|a,|''" = |z|/p.

n—oo n—oo

Beide Behauptungen folgen also aus dem Wurzelkriterium. O

So wie das Wurzelkriterium zum handlicheren Quotientenkriterium abgeschwicht
werden kann, kann die Berechnung des Konvergenzradius unter zusitzlichen Annah-
men vereinfacht werden.

Lemma 6.22. Sei (ay) eine Folge in C \ {0} fiir die Ll iR konvergiert. Dann gilt fiir

la
a1l
den Konvergenzradius p der Reihe ), a,z*

a
p = lim 19| .
k—co |Qpey1]
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Beweis. Mit den Konventionen fiir Division durch 0 und +oo gilt

1 _ T | Akl
limk—>oo el k—co |ak|
a1l
Die Behauptung folgt nun aus Lemma 6.20. O

Definition 6.23 (Exponentialfunktion). Fiir z € C setzen wir

exp(z) := i 7{— (6.5)

Die Exponentialreihe (6.5) hat nach Lemma 6.22 Konvergenzradius

1/k!
= lim ————— = 1 1
P T - ekt =
sodass (6.5) tatsichlich fiir alle z € C definiert ist.
Man das mit dem folgenden Aurgument auch einfacher sehen. Fiir jedes z € C gilt

k
_ _k|2z|
|H| =2

Die Folge k 1st beschriankt nach Lemma 4.11. Also konvergiert die Reihe (6.5) nach

dem Vergleichkriterium mit der geometrischen Reihe.

[11: 2020-12-09]
[12: 2020-12-14]

6.4 Vertauschung von Reihen und Grenzwerten

Im Gegensatz zu endlichen Summen vertauschen unendliche Summen im Allgemeinen
nicht mit Grenzwerten. In der Tat, sei fiir j,n € N

1 wenn j =n,
aj,=1j-
0 sonst.

Dann gilt
hmZaM_ 11m1—1;é0—20—2 lim a; .

n—oo . n—-oo n—>oo

Die folgende Aussage liefert eine hinreichende Bedingung unter der Summen und Grenz-
werte vertauscht werden konnen.

Satz 6.24 (Dominierte Konvergenz fiir Reihen). Sei ) i9 eine konvergente positive Reihe
und V ein Banachraum. Fiir jedes j € N sei (vj ,)nen eine konvergente Folge in V mit

limv;, =v;, supl|lv;,|l <a.
s oo j.n j 2 neg” ],n”— Yj

Dann gilt

n—oo .

lim Z Ujn = i U (6.6)
j=0

Beweis. Die Reihen ) jVn und ), iU sind nach dem Majorantenkriterium absolut kon-
vergent, sodass die Reihenwerte in (6.6) Sinn machen.
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Sei € > 0 beliebig. Aufgrund der Konvergenz von 9 existiert ein j, € N,; mit
Z;ljo a; < ¢/4. Fr jedes j € N_j, seinjso,dassn > ny = |jvj, — yl| < €/(2jo).
Dann gilt fiir jedes n > max{n,, ..., njo_l} stets

o0 o0 o0
IEEDITT B PICE]
(o]
< Y lvjn =yl
Jj=0
Jo—1 o
= > lopn =yl + D v =yl
j=0 Jj=Jo
0 o0
€
Z 2.t 2. 2a
Jj=0 J=Jo
<e. L]

Der folgende Satz wird oft benutzt um die Konvergenzvoraussetzung an ), i im
Satz iiber dominierte Konvergenz zu verifizieren.

Satz 6.25 (Monotone Konvergenz fiir Reihen). Fiir jedes j sei (a;,)nen €ine monoton
steigende Folge in @20 und a; :=lim,_ a; ,. Dann gilt

lim Z aj, = Z a;. (6.7)
n—oo ._ j=0
Beweis. Wenn Z j < oo, dann ist jede Folge a; ,, eine konvergente Folge in R, und

die Behauptung tlolgt aus dem Satz liber dominierte Konvergenz.
Wenn Z 0@ = oo, dann benutzen wir die Monotonie des Grenzwerts und die
Vertauschbarkeit des Grenzwerts mit endlichen Summen:

hmZaM suphmZa]n—supZhmajn—supZaj—oo O

n—-oo ._ JeN n—oo .= ]ENJ JeN J —0

6.5 Partition und Umordnung von Reihen

Im Gegensatz zu endlichen Summen kann die Summationsordnung in einer unend-
lichen Summe im Allgemeinen nicht beliebig geindert werden. Wir verwenden hier
ein Beispiel mit zwei verschachtelten Summen; es gibt dhnliche Beispiele mit nur ei-
ner Summe, die aber etwas komplizierter sind (Stichwort: Riemannscher Umordnungs-
satz).

Beispiel. Fiir n,m € N sei

1, n=m+1,

Apm ‘=3—-1, m=n+1,
0 sonst.
Dann gilt
i -1, n=0 i 1, m=0
an,m - nm —

m=0 0, n>0o, =0 0, m>0,
(o0 (o] (o] (o4
Zzanm—_1¢1zzzan,m
n=0m=0 m=0n=0

47



In diesem Kapitel zeigen wir dass die Summationsordnung in absolut konvergenten
Reihen gedndert werden kann.

Notation 6.26 (Charakteristische Funktion). Fiir eine Teilmenge X' C X und x € X
schreiben wir
1, wennx € X/,

1 r =1y (Xx) 1=
xeXx x(x) {0, wennx & X'.

Satz 6.27 (Partition einer Reihe). Sei (Jy)5_, eine Folge paarweise disjunkter Teilmengen
von N, das heifit, fiir alle k # k' gilt J, N J = @. SeiJ : = UgenJi-

(i) Sei(a;) eine Folge in @20. Dann gilt

j;)ljefaj Z(Z Lier, 1)

k=0 j=0

(it) Sei (v;) eine Folge in einem Banachraum V. Wenn die Reihe Zj 1y absolut kon-
vergiert, dann konvergiert fiir jedes k € N die Reihe ), i 1jcy, Uj auch absolut, die

Reihe -
Z(Z 1J'€kaj)
k j=0

konvergent ebenfalls absolut, und es gilt

Z(Z Lier, J) = Z:OIJ’EJUJ'- (6.8)
j:

k=0 j=0

Beweis. (i) ObdA konnen wir annehmen dass fiir alle j € N stets a; < oo gilt.
Aufgrund der endlichen Additivitdt von Grenzwerten gilt

Z Z Yiena = SuP Z Z Yiena = SuP Z Z Yiena = hm Z Ljesou.x %-

k=0 j=0 k=0 j=0 KeN j=0 k=0

Fiir jedes j € N ist die Folge (1¢j,u..7, 4)xen monoton steigend und konvergiert gegen
1jc5a;. Satz 6.25 impliziert

(60
Z jer 4.

(ii) Absolute Konvergenz aller Reihen in (6.8) folgt aus Teil (i) mit q; = ||vj||. Auf-
grund der endlichen Additivitdt von Grenzwerten gilt

o o0
2, 2 jer by = Jim Z > Ljesyy = Jim Z Z Licy by = lim Z Ljcsyu. Uy
k=0 j=0 j

—0j=0 K- =

Fiir jedes j € N ist die Folge (1 ey .7 Y))ken durch ||1;c;v;]| beschrinkt und konver-
giert gegen 1;;v;. Satz 6.24 impliziert

[oo]

Z jerYp- 0

Korollar 6.28 (Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen). Sei ), iU eine absolut
konvergente Reihe in einem Banachraum V. Seip : N — N eine Bijektion. Dann ist die
Reihe ) 1 U%0) ebenfalls absolut konvergent, und es gilt

[oe]

2 V) = D, Uy (6.9)
j=0

k=0
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Beweis. Satz 6.27 mit J,, = {1p(k)} liefert

i v = i(z 1jeJkUj) = 2. Uy 0

Jj=0 k=0 j=0 k=0

Bemerkung. Die Eigenschaft (6.9) (dass die Konvergenzeigenschaft und der Wert einer
Reihe nicht von der Ordnung der Summanden abhiingen) heif3t unbedingte Konvergenz.

Definition 6.29 (abzdhlbare Summe). Sei I eine abzdhlbare Menge und (v;);cs eine Fa-
milie in einem Banachraum V die durch I indiziert ist (also, formal gesehen, eine Abbil-
dungI — V). Wenn ¢ : I — N eine bijektive Abbildung ist und die Reihe ), Ug-1(x)
absolut konvergiert, dann nennen wir die Familie (v;) absolut summierbar und wir defi-

nieren -
Zvi L= Z U¢—1(k).

iel k=0

Wenn I endlich ist und ¢ : I - N_y eine Bijektion, dann definieren wir

N-1
DIEEPILISIEE
iel k=0

Die Wohldefiniertheit der abzdhlbaren Summen folgt aus dem Umordnungssatz fiir
absolut konvergente Reihen:

Lemma 6.30. Definition 6.29 hdngt nicht von der Wahl der Abbildung ¢ ab.

Ebenso ohne Beweis lassen wir die folgende Tatsache, deren Beweis dhnlich wie der
des Umordnungssatzes funktioniert:

Lemma 6.31. Seien I' C I abzdhlbare Mengen und (v;);cr eine absolut summierbare
Familie in einem Banachraum V. Dann gilt

Z L = Z liel’vi-
ier’ iel
Satz 6.27 kann fiir abzdhlbare Summen so formuliert werden.

Satz 6.32 (Partition einer abzidhlbaren Summe). SeiI eine abzdhlbare Menge und (I},)cx
eine abzdhlbare Partition von I, d.h., X ist eine abzdhlbare Menge, fiir jedes k ist I}, C I,
und fiirallek # k' gilt I, N [, = @.

Wenn (v;);c1 eine absolut summierbare Familie in einem Banachraum ist, dann gilt

Z Z U = Z U;. (610)

kex iely iel

Korollar 6.33 (Doppelreihen). Sei (Vs ) (n,m)enxn €ine absolut summierbare Familie in
einem Banachraum V die von zwei Parametern abhdngt. Dann gilt

o k I 00
2 2 0ikei = 2 =2 D Vm= 2 Unm
k=0 j=0 n=0

m=0n=0 (n,m)eNxN
wobei alle Reihen absolut konvergieren.

ﬁMs

Erinnerung: wir haben in Lemma 2.44 gezeigt dass NxN abzdhlbar ist. Die Bijektion
dort entspricht genau der Ordnung der Summanden in Z:):o Z?:o U k—j

Korollar 6.34 (Cauchy-Produkt). Seien }; a, und }; by, absolut konvergente Reihen
in C. Dann gilt
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Beweis. Wir miissen lediglich iberpriifen dass die Folge (a,bp,)n,m)enxn absolut sum-
mierbar ist. Mit den Rechenregeln fiir Reihen (man beachte dass wir stets nur Konstan-
ten ausklammern) bekommen wir

> (3 laabl) = ni(w 20|bm|) = (ni |an|)(éo|bm|) < oo.

n=0 m=0 =0 =0

Die absolute Konvergenz folgt nun aus dem positiven Teil des Partitionssatzes 6.27. [
Lemma 6.35 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fiir alle z, w € C gilt

exp(z) exp(w) = exp(z + w) (6.11)
Beweis. Nach der Cauchy-Produktformel gilt

exp(z) exp(w) = (i Z_’:)(i wﬁ":)

X1« k
= = > szk_f< ) (Lemma 2.42)

=, l(z + w)k (Binomialformel)

6.6 Partielle Summation

Es gibt auch konvergente Reihen die nicht absolut konvergent sind. In diesem Abschnitt
geben wir ein Kriterium an mit dem Konvergenz einiger solcher Reihen gezeigt werden
kann.

Lemma 6.36 (Dirichlet-Kriterium). Sei (ay)ken eine monoton fallende Nullfolge in R.
Sei (Vg )ken eine Folge in einem Banachraum sodass die Partialsummenfolge (ZZ=0 Ui )nen
beschrdnkt ist. Dann konvergiert die Reihe ), e WVl

Beweis. SeiB, := ZZ=0 V. Wir behaupten dass fiir alle n € N die Identitit

n n—-1
D agvg = apBy, — D (ake1 — @Bk (6.12)
k=0 k=0
gilt. Wir zeigen dies per Induktion iiber n.
IA n = 0. Dann gilt
n n—1
kZ: AV = AoUy = aoBy = a,B, — kz: (@41 — ak)Bx,
=0 =0

da die letzte Summe leer ist.
IS Die Behauptung sei fiir ein n € N bekannt. Dann gilt

n+1 n n-1
Z ALk = Apy1Upsr t Z AV = Apy1Upgr + ApBy — Z (k41 — A)By

n—1
= Qp+1Vn+1 + Ap1 By — (an+1 - an)Bn - Z (ak+1 - ak)Bk
k=0
n

= ap41Bpy1 — Z (A1 — A)By-
k=0
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Damit ist (6.12) gezeigt.
[12: 2020-12-14]
[13: 2020-12-16]

Nun verwenden wir die Voraussetzungen: da a,, — 0 und B,, beschrinkt ist, gilt
a,B,, — 0. Da die Folge (a;) monoton fallend und positiv ist, gilt

Z a1 — ak| = Z Ak — Ag41 = Qo — Ap41 < do.

Da die Folge B,, beschrinkt ist, ist die Reihe

D (@i — @By

K
nach dem Vergleichskriterium absolut konvergent. O

Korollar 6.37 (Leibniz-Kriterium). Sei (a)key eine monoton fallende Nullfolge in R,.
Dann konvergiert die Reihe

D (=Dkay, (6.13)

k

und es gilt Zzo:o(—l)kak > 0.

Beweis. Wir verwenden das Dirichlet-Kriterium mit V = R und b, = (—1)¥. Die Partial-
summenfolge (ZZ:O by ) ist beschrinkt, da sie abwechselnd die Werte 1 und 0 annimmt.

Die Positivitdt des Werts der Reihe zeigt man indem man die Reihe als eine positive
Reihe schreibt:

2K+1

Z( Dka, = hm Z( Dka, = hm Z (=D)¥ay; + (-1)7* ay;44)

= lim Z(aZJ ayjr1) 20. O

K- j=0

7 Stetigkeit

Anschaulich gesprochen, nennem wir eine Funktion stetig in einem Punkt a wenn sie
sich in einer Umgebung von a wenig dndert. Das wird in der folgenden Definition pra-
zisiert.

Definition 7.1 (Stetigkeit in einem Punkt). Seien X,Y metrische Rdume (mit Metriken
dx,dy). Eine Funktion f : X — Y heifst stetig im Punkt a € X wenn

(Ve € Ry)(F6 € Ry o)(Vx € X)dx(a,x) < d§ = dy(f(a), f(x)) <e.

Sie heif3t (iiberall) stetig wenn sie in jedem a € X stetig ist.

Wir kiirzen dy, dy, ... zu d abwenn man den Raum X, Y, ... an den Argumenten der
Metrik ablesen kann.

Beispiel. Die Funktion sign : R — {—1,0, +1} gegeben durch

-1, x<0,
sign(x) =410, x=0,
1, x>0

ist im Punkt 0 nicht stetig, aber stetig in jedem a # 0.
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Beispiel. Seien X, Y metrische Riume und y € Y fest. Dann ist die konstante Funktion
f:X->Y, f(x) =y, injedem a € X stetig. In der Definition kénnen wir § beliebig
wihlen.

Beispiel. Fiir jeden metrischen Raum X und jede Teilmenge X' C X ist die Identitdts-
funktion id : X' — X, id (x) = x, in jedem a € X’ stetig. In der Definition konnen wir
0 = e wihlen.

Beispiel. Die charakteristische Funktion 15 : R — {0, 1} ist in keinem Punkt von R
stetig (Ubung: die irrationalen Zahlen sind in R dicht, d.h., fiir beliebige a,b € R mit
a < b existierteinc € R\ Q mita < ¢ < b).

Die Definition der Stetigkeit sieht &hnlich wie die Definition der Konvergenz aus.
Tatsdchlich kann Stetigkeit mit Hilfe von Konvergenz charakterisiert werden.

Definition 7.2 (Folgenstetigkeit in einem Punkt). Seien X, Y metrische Raume (mit Me-
triken dy, dy ). Eine Funktion f : X — Y heif}t folgenstetig im Punkt a € X wenn fiir
alle Folgen (x,,) ey in X gilt

Xp = a = f(xp) = f(a).

Lemma 7.3. Seien X,Y metrische Riume und a € X. Eine Funktion f : X — Y ist
genau dann in a stetig, wenn sie in a folgenstetig ist.

Beweis. = :Sei f : X - Y in a stetig und x,, - a. Wir miissen zeigen dass f(x,) —
f(@).

Sei € > 0 fest. Nach Definition der Stetigkeit existiert ein § > 0 mit dx(a,x) <
§ = dy(f(a), f(x)) < e. Nach Definition der Konvergenz x,, — a existiert ein n,
mitn > n, = dx(a,x,) <. Also gilt fiir alle n > ny auch dy(f(a), f(x,)) < €, und
damit ist f(x,) — f(a) gezeigt.

&= :Sei f : X — Y eine in a folgenstetige Funktion. Man nehme an dass f in a
nicht stetig ist. Das heif3t

(Fe > 0)(V8 > 0)(Ix € X)dx(a,x) < 8 Ady(f(a), f(x)) > e. (7.1)

Wir konstruieren eine Folge (x,,) die zum Widerspruch fiihren wird. Sei € > 0 so, dass
die Aussage (7.1) gilt. Fiir ein n € N,; benutzen wir die innenstehende Aussage mit
d = 1/n und erhalten ein x,, mit dx(a, x,) < 1/n und dy(f(a), f(x,)) > €. Fiir die so
konstruierte Folge gilt x,, — a und f(x,)- f(a), im Widerspruch zur Annahme. O

Lemma 7.4. Die Abbildung R \ {0} = R \ {0}, x = x~! ist iiberall stetig.

Beweis. Rechenregeln fiir Grenzwerte zeigen dass diese Funktion folgenstetig ist. [
Lemma 7.5. Die Abbildung R.q — Ry, X = 1/ x ist iiberall stetig.

Beweis. In den Ubungen wurde gezeigt dass diese Funktion folgenstetig ist. O

Wir werden nun sehen wie stetige Funktionen zu neuen stetigen Funktionen kom-
biniert werden konnen.

Lemma 7.6 (Stetigkeit der Verkettung). Seien X,Y,Z metrische Riume, f : X — Y,
g . Y — Z Abbildungen, und a € X so, dass f in a stetig ist und g in f(a) stetig ist. Dann
ist g o f in a stetig.

Beweis. Seie > 0.Per Definition der Stetigkeit von g existierteine’ > 0 mitdy(f(a),y) <
¢ = dz(g(f(a)),g(y)) < e. Per Definition der Stetigkeit von f existiert ein § > 0 mit
dx(a,x) <6 = dz(f(a), f(x)) < €. Wir bekommen also

dx(a,x) <8 = dz(f(a), f(x)) <&’ = dz(g(f(a)),8(f(x))) <e. u
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Viele interessante Operationen, wie z.B. Addition, sind auf Produktmengen defi-
niert. Um {iber ihre Stetigkeit zu sprechen brauchen wir eine Metrik auf Produktrédu-
men.

Definition 7.7 (Produkt metrischer Raume). Seien X;, X, metrische Riume. Dann ver-
sehen wir X; X X, mit der Metrik

d((xy, X2, (x5, X5)) 2= d(xy, x5) + A X)), (7.2)
Bemerkung. Fiir Folgen in einem Produktraum mit der Metrik (7.2) gilt

lim (xl,n, xZ’n) = (xl, x2) — hm xl,n = x1 A lim xln = xZ.
n—oo n—oo

n—oo

Lemma 7.8. Fiiri = 1,2 seien X;, Y; metrische Raume und f; : X; — Y; Abbildungen die
in a; € X; stetig sind. Dann ist die Produktabbildung

AX L1 XXXy >N XY, (x1,%) = (f(x), f(x2)), (7.3)
im Punkt (a,, a,) stetig.
Beweis. Fiire > 0undi = 1,2seien §; > 0so,dass d(a;, x;) < §; = d(fi(q;), f(x;)) <
€/2. Dann gilt fiir alle (x;, x,) mit d((a;, a,), (X1, X;)) < min(d;, §,) stets

dx,xx, (filar), £2(@2)), (fi(x1), fo(x2))) = dx, (@), fi(x1)) + dx, (fa(a2), fo(x2))
<e/2+¢€/2=¢ O
Lemma 7.9. Sei X ein metrischer Raum. Dann ist die Diagonaleinbettung
X > XXX, (x)=(x,x), (7.4)

iiberall stetig.

Beweis. Wihle § = ¢/2 in der Definition der Stetigkeit. O

Korollar 7.10. Seien X,Y;, Y, metrische Riume und f; : X — Y; Funktionen die in einem
a € X stetig sind. Dann ist die Abbildung (fi, f;) : X = Y1 X Y5, x = (fi(x), (X)) ina
stetig.

Beweis. Wirschreiben die Abbildung (f;, f,) als Verkettung der Diagonaleinbettung (7.4)
und der Produktabbildung (7.3):

x4 xxx 28 v xy,

und benutzen die Stetigkeit der Verkettung (Lemma 7.6). O

Proposition 7.11 (Stetigkeit der Vektorraumoperationen). Sei V ein normierter Vektor-
raum iiber R.

(i) Die AbbildungV XV — V, gegeben durch (v, w) — v + w, ist stetig.
(ii) Die Abbildung R x V — V, gegeben durch (a,v) — av, ist stetig.

Lemma 7.11 folgt zwar aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen. Da wir
letztere nur im Fall V' = R gezeigt haben, schadet es nicht einen direkten Beweis zu
geben.

Beweis. (i) Wir wihlen 6 = € in der Definition der Stetigkeit.
(ii) Seien a,a’ € Rund v,v’ € V. Dann gilt

llav — a'v'|| = [|(a = a)v + a'(v = V)| = [[(a = a)v + a(v — V) + (@’ — a)(v — V)|
< la = d'l[vll + |alllo = V|| + [a" = al[jo = V'|I.

Es folgt dass die Definition der Stetigkeit im Punkt (a, v) mit § = min( 1/3)
O

erfiillt ist.

€
—’ €,
2(llall+llvl)
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Proposition 7.12. Sei X ein metrischer Raum und seien f,g : X — R Funktionen die
in einem Punkt a € X stetig sind. Dann sind folgende Funktionen im Punkt a € X auch
stetig:

(1) x — f(x)+ g(x)
(i) x ~ f(x)g(x),
(iii) x — f(x)/g(x), falls g den Wert 0 nicht annimmt.

Beweis. Wir zeigen beispielhaft (iii), andere Teile sind Zhnlich aber einfacher. Wir schrei-
ben die Abbildung x — f(x)/g(x) als Verkettung

x = (f(x),8(x) = (f(x),1/g(x)) = f(x)/g(x),

wobei die einzelnen Abbildungen stetig sind aufgrund von Korollar 7.10 (Stetigkeit des
Paars (f, g)), Lemma 7.4 (Stetigkeit der Abbildung y — 1/z), Lemma 7.8 (Stetigkeit der
Abbildung (x,y) — (x,1/y)), und Lemma 7.11 (Stetigkeit von (x, y) — xy). O

[13: 2020-12-16]
[14: 2020-12-21]

Proposition 7.13 (Stetigkeit der Metrik). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann ist die
Metrik d © X X X — Ry eine stetige Abbildung.

Beweis. Wir erinnern daran dass aus der Dreicksungleichung die sogenannte ,,umge-
kehrte Dreiecksungleichung® folgt:

Vx,x',x" € X) |d(x,x")—d(x',x")| < d(x,x").

Wir werden fiir die Metrik zeigen dass man § = ¢ in der Definition der Stetigkeit in
jedem Punkt (a,a’) € X X X nehmen kann. Fiir alle (a, a’), (x,x") € X X X gilt ndmlich

|d(a,a’") —d(x,x")| < |d(a,a’) —d(x,a’)| + |d(x,a") — d(x,x")| (A-Ungl. fiir Betrag)
<d(a,x)+d(a’,x") (Umgekehrte A-Ungl. fiir die Metrik)
=d((a,a’),(x,x")). O

Korollar 7.14 (Stetigkeit des Betrags). Die Abbildung |-| : R — R, x — |x| ist stetig.
Beweis. Es ist die Verkettung der stetigen Abbildungen

x = (x,0) ~ |x| = d(x,0). O
Korollar 7.15. Die Abbildung max : R X R - R, (x,y) — max(x, y) ist stetig.

Beweis. Wr schreiben max als Verkettung stetiger Abbildungen:
1
max(x,y) = §(x+y+ |x —y|). O]

Korollar 7.16. Sei X ein metrischer Raum und f,g : X — R Funktionen die in einem
a € X stetig sind. Dann sind folgende Funktionen auch in a stetig:

(D x — max(f(x),g(x)),
(ii) x ~ min(f(x), g(x)).

Beweis. (i) Dies ist die Verkettung stetiger Funktionen:

x = (f(x),g(x)) = max(f(x), g(x)).

(ii) Dies ist die folgende Verkettung stetiger Funktionen:

x = (=f(x), —g(x)) = max(—f(x), —g(x)) = —max(—f(x), —g(x)) = min(f(x), g(x)).
O
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Um die Bedeutung der Propositionen 7.11 und 7.13 noch einmal zu betonen, war-
nen wir dass die Stetigkeit einer Funktion auf einem Produktraum etwas anderes ist als
Stetigkeit in jeder Variable getrennt.

Beispiel. Sei f : R X R — R gegeben durch

_ |2yl + ), (xp) #0,

fop) N x=y=0,

Dann ist fiir jedes x € R die Funktion y — f(x,y) stetig, und analog fiir x » f(x,y),
aber f istin (0, 0) nicht stetig, denn es gilt

lim f(1/n,1/n) =1 # 0 = £(0,0) = lim f(0,1/n).

Dieses Beispiel wird Ihnen auch in Analysis 2 begegenen wenn es um den Unter-
schied zwischen totaler und partieller Ableitung geht.

7.1 Konvergenz von Funktionenfolgen

In diesem Kapitel vergleichen wir verscheidene Konvergenzbegriffe fiir Folgen von Funk-
tionen. Viele interessante Beispiele sind Funktionen die auf Intervallen definiert sind.

Notation 7.17 (Intervalle). Fiir a,b € R schreiben wir
[a,b]:={ce@|a$c$b}, (a,b):={ce@|a<c<b},
[a,b):={c€@|a§c<b}, (a,b]:={ce@|a<c$b}.

Sei X eine Menge und Y ein metrischer Raum. Wir sagen dass eine Folge (f,,) von
Funktionen f,, : X — Y punktweise konvergiert (gegen eine Funktion f : X — Y)
wenn fiir jedes x € X stets lim,,_, o, f,(x) = f(x) gilt.

Beispiel. Sei (f,,) eine Folge stetiger Funktionen [0,1] = {x € R|0 < x < 1} - R,
definiert durch f,,(x) = x". Dann gilt

0, x<1,
lim f,(x) =
n— oo Il ) {1, x=1.
Insbesondere sehen wir dass Stetigkeit unter punktweiser Konvergenz i.A. nicht erhal-
ten bleibt.

Definition 7.18 (Gleichmiflige Konvergenz). Sei X eine Menge und Y ein metrischer
Raum. Wir sagen dass eine Folge (f,,) von Funktionen f, : X — Y gleichmif3ig gegen
eine Funktion f : X — Y konvergiert falls

(Ve € R,0)(3ny € N)(Vn € N,y ) sup d(f(x), fn()) <.
xeX

Proposition 7.19. Seien X,Y metrische Riume und (f,,) eine Folge von stetigen Funktio-
nen f, : X — Y die gleichmdf3ig gegen eine Funktion f : X — Y konvergiert. Dann ist
die Funktion f auch stetig.

Beweis. Seien a € X und € > 0. Per Definition der gleichméfigen Konvergenz existiert
ein N € Nmitn > N = sup,_, d(f(x), fu(x)) < €/3. Per Definition der Stetigkeit
von fy existiert ein § > 0 mitd(a,x) < § = d(fy(a), fy(x)) < €/3. Es folgt dass fiir
alle x mit d(a, x) < 6 gilt

d(f(a), f(x)) < d(f(a), fv(@)) + d(fy(a), iy (X)) + d(fy(x), f(X)) <€/3+€/3+¢/3 =€
O
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Beispiel. Wir betrachten wieder die Funktionen f,(x) = x", aber diesmal definiert auf
dem Intervall [0, q] mit g < 1. Dann gilt

sup |fn(x)—0] =q"* =0,
x€[0,q]

sodass die Folge (f,,) gleichméfig gegen die konstante Funktion 0 konvergiert.
Es ist sinnvoll die Menge aller stetigen Funktionen zwischen zwei gegebenen me-
trischen Rdumen wieder als einen metrischen Raum aufzufassen.

Satz 7.20. Seien X,Y metrische Riume. Wir bezeichnen mit C(X,Y') die Menge aller ste-
tigen Funktionen von X nach Y. Fiir f,g € C(X,Y) sei

d(f>8) := sup dy(f(x), g(x)) € Rso.

Dies ist eine (erweiterte) Metrik auf C(X,Y).
Wenn der Raum Y weiterhin vollstindig ist, dann ist auch der (erweiterte) metrische
Raum (C(X,Y),d,) vollstindig.

Unter eine erweiterten Metrik verstehen wir eine Abbildung mit Werten in @20’ die
ansonsten die Axiome einer Metrik erfiillt. Konvergente und Cauchy-Folgen bzgl. einer
erweiterten Metrik sind genauso definiert wie bzgl. einer Metrik.

Beweis. Dass d, eine erweiterte Metrik definiert heif3t dass fiir alle f,g,h € C(X,Y)
gilt
@ f=g = do(f.8) =0,
(i) deo(f,8) = des(g, f) (Symmetrie),
(i) deo(f, h) < d(f,g) + d (g, h) (Subadditivitit).

Alle diese Eigenschaften sind leicht zu sehen.

Sei nun Y vollstdndig. Die behauptete Vollstindigkeit bedeutet dass jede Cauchy-
folge in (C(X,Y),d,,) konvergent ist. Sei also (f,) eine Cauchyfolge von Funktionen
fn : X = Y. Sei x € X fest. Da fiir alle m, n € N stets d(f,,(x), fin(x)) < do(fn> fin) gilt,
ist die Folge von Funktionenwerten (f,,(x)),cn €ine Cauchyfolge in Y. Da Y vollstindig
ist, existiert f(x) := lim,,_,, f,(x). Dies definiert eine Funktion f : X — Y.

Wir wollen nun zeigen dass die Folge (f,,) gleichméflig gegen f konvergiert, also
dass d,(fy, f) — 0. Fiir jedes x € X und n € N gilt

d(fu(0), f(x)) < limsup(d(f, (), frn (X)) + d(frn (), f(x)))

< limsup d(f,(%), fn (X)) + limsup d(f,,(x), f(x)) < sup d(f(x), fn(x)) + 0.

m-—oo m—oo m>n

Indem wir Suprema in x und m vertauschen, bekommen wir

oo (fn> f) < sup sup d(f(X), fin(X)) = sup des(fu, fin) = 0,

xeX m>n m>n
da (f,,) eine Cauchyfolge bzgl. der (erweiterten) Metrik d ist. O

Reellwertige stetige Funktionen kénnen addiert und mit Konstanten multipliziert
werden, bilden also einen Vektorraum. Um einen normierten Vektorraum zu erhalten,
beschrinken wir und auf die beschrinkten Funktionen mit der Supremumsnorm.

Definition 7.21. Fiireinen metrischen Raum X sei C,(X) der Vektorraum der beschrdnk-
ten stetigen Funktionen von X nach R mit der Supremumsnorm

Iflleo = [lfllswp = Ifllcpxy 2= ig}l;lf(X)L
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Damit diese Definition Sinn macht miissen wir iiberpriifen dass die Vektorraum-
und die Normaxiome erfiillt sind. Die Tatsache dass Cp(X) ein Vektorraum ist folgt aus
Proposition 7.12. Dass die Supremumsnorm eine Norm ist haben wir bereits in einigen
anderen Fillen gezeigt, hier geht es genauso.

Korollar 7.22. Sei X ein metrischer Raum. Dann ist der Raum Cp(X) ein Banachraum.
Beweis. Die Vollstindigkeit folgt aus Satz 7.20 mit Y = R. O

Lemma 7.23. Sei )}, a, z* eine Potenzreihe mit reellen Koeffizienten a;, und Konvergenz-
radius p € @20- Dann ist die Funktion f : (—p,p) = R,

fG) =) apxk
k

stetig.

Beweis. Sei0 < r < p.Jede Funktion g, (x) := a,xX ist eine stetige Funktion von [—r, 7]
nach R, und ||gk||e = |ak|r*. Es gilt

lim sup)||gx|| ¥ = rlim sup|a,|'* = r/p < 1.

k— o0 k—oo

Also konvergiert die Reihe ), g, im Banachraum Cy([—7,7]) nach dem Wurzelkriteri-
um. Der Grenwert f|_, , ist also eine stetige Funktion. Wir miissen daraus noch fol-
gern dass f eine stetige Funktion auf (—p, p) ist.

Sei nun a € (—p, p) und wihle r € R mit |a| < r < p. Per Definition der Stetigkeit

von fl;_,  gilt
Ve>0)(A >0)(Vx € [-r,r]|x—a| <d = |f(x)— f(a)| <e.

Wenn wir § durch min(d, r — |a|) ersetzen, dann gilt die letzte Implikation auch fiir alle
x € (—p, p)- O

Korollar 7.24. Die Funktionen exp, sin, cos : R — R sind stetig.

[14: 2020-12-21]
[15: 2020-12-23]

7.2 Zwischenwertsatz, Logarithmus, trigonometrische Funktionen

In diesem Kapitel benutzen wir Stetigkeit um inverse Funktionen zu konstruieren, ins-
besondere die Logarithmusfunktion.

Satz 7.25 (Zwischenwertsatz). Seien a,b € Rund f : [a,b] — R stetig mit f(a) < 0 <
f(b) oder f(b) < 0 < f(a). Dann existiert ein c € (a, b) mit f(c) = 0.

Eine stetige Funktion f kann den Wert 0 also nicht {iberspringen wenn sie sich von
negativ zu positiv dndert.

Bemerkung. Der Zwischenwertsatz ist falsch fiir Funktionen f : Q@ — Q. Betrachte z.B.
f(x) = x? — 2. Dann gilt f(0) = —2 und f(2) = 2, die Funktion f nimmt den Wert 0
aber nicht an da es keine rationale Wurzel der 2 gibt.

Beweis. ObdA nehmen wir f(a) < 0 < f(b) an, sonst ersetzen wir f durch —f. Sei
¢ := sup{x € [a,b] | f(x) < 0}. *)

Wir werden durch Widerspruch zeigen dass f(c) = 0.
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Angenommen, |f(c)| > 0. Aufgrund von Stetigkeit von f in ¢ (mit ¢ = |f(c)|) exis-
tiert ein § > Osodass |[x —c| < § = |f(x) — f(c)| < |f(c)|.

Wir unterscheiden nun die Fille f(c¢) > 0 und f(c) < 0.

Angenommen, f(c) > 0. Dann ist ¢ > a und fiir alle x > max(c —§, a) gilt f(x) > 0.
Damit ist ¢ nicht die kleinste obere Schranke von (¥). Widerspruch.

Angenommen, f(c) < 0. Dann ist ¢ < b und fiir alle x mit ¢ < x < min(c + &, b) gilt
f(x) < 0. Damit ist ¢ keine obere Schranke von (¥). Widerspruch. O

Fiir die ndchste wichtige Aussage, Proposition 7.28, benotigen wir noch kleine Vor-
bereitungen.

Als wir tiber injektive und surjektive Abbildungen gesprochen haben, habe ich ver-
gessen zu zeigen dass bijektive Abbildungen eine eindeutige Inverse besitzen.

Lemma 7.26 (Umkehrabbildung). Sei f : X — Y eine bijektive Abbildung. Dann hat
f genau eine linksinverse Abbildung g; : Y — X mit g; o f = id x und genau eine
rechtsinverse Abbildung gp : Y — X mit f o gz = id y. Die Links- und die rechtsinverse
Abbildung stimmen iiberein, werden Umkehrabbildung oder inverse Abbildung von f
genannt, und mit f~! = g; = g bezeichnet.

Beweis. In Lemma 2.33 bzw. Lemma 2.34 haben wir bereits die Existenz einer links-
bzw. der rechtsinversen Abbildung gezeigt.
Seien nun g; eine linksinverse und gg eine rechtsinverse Abbildung zu f. Dann gilt

gr=8greidy =gro(fogr)=(grof)ogr =1dx o gr = gr-
Dies impliziert insbesondere auch die Eindeutigkeit von g; und gg. O

Lemma 7.27. Eine Teilmenge I C R ist genau dann ein Intervall, wenn gilt
(MVa,ceD(VbeR) a<b<c = bel (7.5)

Beweis. = folgt direkt aus Transitivitit der Ordnung.

Die Idee um <= zu zeigen besteht darin, ein Intervall mit den Endpunkten infI
und sup I zu betrachten. Es ergeben sich 4 Fille, je nach dem ob diese Punkte in I ent-
halten sind, die wir nicht weiter ausfiihren werden. O

Proposition 7.28 (Inverse einer streng monotonen stetigen Funktion). Sei I C R ein
Intervall und f : I — R eine stetige und streng monoton steigende Funktion, d.h.,

Vx,x'el) x<x' = f(x)<fXx").

Dann ist die Bildmenge f(I) auch ein Intervall, f bildet I bijektiv auf f(I) ab, und die
inverse Funktion f~! : f(I) — I ist streng monoton steigend und stetig.

Beweis. Da f streng monoton wachsend ist, ist f injektiv.

Wir zeigen dass f(I) ein Intervall ist mittels der Charakterisierung in (7.5). Seien
a < b < cin R beliebig mit a,c € f(I). Der Zwischenwertsatz (Satz 7.25), angewandt
auf die Funktion f(-) — b auf dem Intervall [ f~!(a), f~1(c)], zeigt dass b auch im Bild
von f liegt.

Um zu sehen dass die Umkerhabbildung f~! : f(I) — I streng monoton steigend
ist, bemerken wir die strengen Monotonie impliziert dass fiir alle x, x" € I stets

x<x' = f(x)<f(x"), x=x" = f(x)=f(), x>x = f(x)> f(x)

gilt. Da sowohl die Voraussetzungen als auch Konklusionen sich jeweils gegenseitig
ausschlief3en, impliziert das auch die umgekehrte Implikationen

x<x & f)<f(x), x=x'" < f(x)=f&"), x>x < f(x)> f(x).
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Es bleibt noch zu zeigen dass die Umkehrfunktion f~1! stetig ist. Sei a € f(I) und € > 0.
Seiy := f~!(a). Wir nehmen an dass [y — ¢,y + €] C I (wenn a einer der Endpunkte
von f(I) ist, sodass dies fiir kein € > 0 gilt, dann muss man das nachfolgende Argument
leicht verindern). Wir setzen

6 :=min(a— f(y —¢€), f(y +€) —a).
Wir bekommen damit
la—x|<8d = fy—e)<x<f(y+e) = y—e<flx)<y+e
= ') -yl <e. O

Lemma 7.29. Die Einschrdnkung der Exponentialfunktion definiert ist eine streng mo-
noton steigende bijektive Abbildung exp : R — (0, 00) = R,

Beweis. Zuerst beobachten wir dass exp(R) C R, da alle Summanden in der Potenzreihe
ok
b
exp(x) = Z o
k=0 "

reell sind fiir reelle Argumente. Es gilt exp(0) = 1. Fiir x > 0 bekommen wir exp(x) > 1,
da alle Summanden strikt positiv sind. Fiir x < 0 folgt aus der Funktionalgleichung
(6.11) dass exp(x) = 1/exp(—x) > 0. Mit der Funktionalgleichung beklommen wir
weiterhin fiir alle x € R und h > 0 stets

exp(x + h) = exp(x) exp(h) > exp(x),

sodass exp streng monoton steigend ist. Stetigkeit wurde bereits in Korollar 7.24 gezeigt.
Nach Proposition 7.28 ist exp(R) C (0, c0) ein Intervall. Es bleibt zu zeigen dass es
beliebig kleine sowie beliebig grofie Zahlen enthilt, und das gilt weil e = exp(1) > 1
und

exp(—n) = 1/e" - 0, exp(n) =e" -> +c0 wennn — . O

Definition 7.30 (Natiirlicher Logarithmus). Der (natiirliche) Logarithmus
In : (0,0) > R
ist die Umkehrabbildung von exp : R — (0, o).
Lemma 7.31 (Funktionalgleichung des Logarithmus). Fiiralle x,y € (0, o) gilt
In(xy) =Inx +Iny.
Insbesondere ist In(1) = 0.
Beweis. Aus der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion folgt
exp(ln x + Iny) = exp(In x) exp(ln y) = xy.
Die Behauptung ergibt sich wenn man auf beiden Seiten dieser Gleichung die Funktion
In anwendet. O
Definition 7.32 (Reelle Potenzen). Fiira € R,y und q € R definieren wir
a? :=exp(qlna).

Bemerkung. Fiir z € C schreibt man hiufig auch

Z

e? .= exp(z).

Es gibt aber keine allgemeine Definition von komplexen Potenzen komplexer Zahlen,
da z.B. (—1)!/2 sowohl i als auch —i sein konnte, und es keinen klaren Grund eine der
Varianten zu bevorzugen. Wie man den Logarithmus auf3erhalb von R, fortsetzt wird
in komplexer Analysis erklirt.
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Die folgenden Aussagen ergeben sich direkt aus den Funktionalgleichungen fiir exp
und In.

Lemma 7.33. Mit Definition 7.32 gilt fiir allea,b € R, und q,r € R stets
(ab)? = ab1, a?" = (a?)".

Fiirallea € R,o und n € N gilt
an+1 o al’l . a.

Wir sehen also dass diese Definition von Potenzen mit unserer fritheren Definition
mit Hilfe von Wurzeln iibereinstimmt. Diese Konstruktion von Potenzen liefert auch
einen neuen Beweis der Existenz von Wurzeln.

Lemma 7.34. Die Abbildung R,y X R — R, (a,q) — a4, ist stetig.
Beweis. Folgt aus der Stetigkeit der Funktionen exp, In, und der Multiplikation. O

Als Nichstes zeigen wir mit Hilfe von Stetigkeit eine allgemeinere Version der Bernoulli-
Ungleichung.

Korollar 7.35 (Bernoulli-Ungleichung). Fiir alle x € R mit x > —1 und alle q € [0, 1]
gilt
14+x)1<1+qgx.

Fiir alle x € R mitx > —1 und alle q € [1, o) gilt
A4+x)1>1+qgx.

Beweis. (i) Fiir ¢ € Q ist die Ungleichung bereits aus den Ubungen bekannt. Sei nun
q € [0, 1] beliebig und sei (q,,),en €ine Folge in [0,1] N Q mit q,, — q. Dann gilt

0<14+qx—(A+x)" >1+qgx—(1+x)1.

Da Ordnung unter Grenzwerten erhalten bleibt (Lemma 6.7), folgt daraus die Behaup-
tung.
(ii) geht dhnlich (kann aber auch, wie in den Ubungen, aus (i) gefolgert werden). [

Nun schauen wir uns trigonometrische Funktionen an und definieren die Zahl 7.

Definition 7.36. Fiir z € C sei

cosz = exp(iz) +2exp(—lz)’ sinz ‘= exp(iz) —2 iexp(—lz),

Aus den Definitionen ergibt sich fiir alle z € C die Funktionalgleichung
(cosz)? + (sinz)? = 1. (7.6)
Indem man die Potenzreihendarstellung von exp einsetzt, bekommt man

2k+1

cosz—Z(— )k smz—Z( Dk—©o z

i)’ Ck+ 1D

Insbesondere sehen wir dass sin(R) C R und cos(R) C R. Dies und die Funktionalglei-
chung implizieren zusammen dass fiir alle x € R stets |cos(x)| < 1 und |sin(x)| < 1 gilt.
(Fiir x € Cist das i.A. falsch!)

Die Potezreihendarstellung impliziert fiir alle z € C die Identitéteten

cos(—z) =cosz, sin(—z)= —sinz.

Lemma 7.37. Esgibteint € [1/2,1] mit cost = 1/\/5.
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Beweis. Da cos durch eine alternierende Reihe gegeben ist, gilt fiir alle x € (0, 1]
1—x%/2<cosx <1—x2/2+ x*/4!. (7.7)

Insbesondere gilt cos(1/2) > 1 —1/8 = 7/8 und cos(1) < 1 — 1/2 + 1/4! = 13/24. Da
13/24 < 1/\/5 < 7/8, folgt die Behauptung aus dem Zwischenwertsatz. O

Definition 7.38 (7). Die Zahl 7 ist wie folgt definiert:
7 :=4inf{x € R, | cos(x) = 1/\/5}. (7.8)

Aus Lemma 7.37 folgt dass die Menge in (7.8) nichtleer ist. Aus der unteren Schranke
in (7.7) folgt diese Menge durch 1/2 von unten beschrinkt ist, sodass 7 > 2. Da cos

eine stetige Funktion ist, ist das Infimum in (7.8) in Wirklichkeit ein Minimum ist. Wir
halten also fest dass cos(7r/4) = 1/\/5 und2 <7 <4.
Da sin durch eine alternierende Riehe gegeben ist, gilt fiir x € (0, 1] stets

5
sinx >x—x3/31>x(1-1%/3) = x - o

sodass sin(7z/4) > 0. Aus der Funktionalgleichung (7.6) folgt nun sin(7/4) = 1/\/5.
Die Verdopplungssitze fiir sin, cos (bereits in einer Ubung gezeigt: cos(2x) = 2(cos x)?—
1, wird noch gezeigt: sin(2x) = 2sin x - cos x) implizieren nun

cos(/2) =0, sin(w/2) =1,

und 7z/2 ist die kleinste Nullstelle von cos, da sonst 77/4 nicht das Infimum in (7.8) wire.
Daraus folgt
exp(ir/2) =i,

und mit Hilfe dieser Aussage folgen nun viele weitere Eigenschaften von sin, cos, z.B.
exp(27i) =1, cos(x + 27m) = cos(x), sin(x + 27) = sin(x), cos(x) = sin(x + 7/2).

[15: 2020-12-23]
[16: 2021-01-11]

8 Offene, abgeschlossene, und kompakte Mengen

In diesem Abschnitt charakterisieren wir metrische Rdéume in denen jede Folge eine
konvergente Teilfolge besitzt.

8.1 Offene und abgeschlossene Mengen

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir a € X und r € R, sei
B.(a) :={x e X |d(x,a) <r}

die offene Kugel (oder offener Ball) von Radius r um a.

Definition 8.1. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(i) Eine Teilmenge U C X heifst Umgebung eines a € X falls einr > 0 mit B,(a) C U
existiert.

(ii) Eine Teilmenge G C X heifit offen (Gebiet) falls sie Umgebung jedes ihrer Elemente
ist.
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(iii) Eine Teilmenge F C X heifit abgeschlossen (fermé) falls ihr Komplement F© :=
X \ F offen ist.

Beispiel. Sei X = R mit der Betragsmetrik. Fiir a, b € R mit a < b ist das Intervall (a, b)

offen und nicht abgeschlossen. Das Intervall [a, b] ist abgeschlossen und nicht offen.
Mengen sind keine Tiiren: Die Intervalle (a, b] und [a, b) sind weder offen noch

abgeschlossen. Die Teilmengen @ und R sind sowohl offen als auch abgeschlossen.

Bemerkung. Ob eine Menge offen oder abgeschlossen ist hangt sowohl vom Raum X
als auch von der Metrik ab. Z.B. ist @ C Q offen, @ C R nicht offen wenn R mit der
Betragsmetrik versehen ist, aber Q C R offen wenn R mit der diskreten Metrik versehen
ist.

Beispiel. In einem diskreten metrischen Raum sind alle Teilmengen offen und alle Teil-
mengen abgeschlossen.

In jedem metrischen Raum (X, d) sind die Teilmengen @ und X sowohl offen als
auch abgeschlossen.

Lemma 8.2. Seien X ein metrischer Raum, a € X, und r > 0. Dann ist die offene Kugel
B,(a) eine offene Menge, und die abgeschlossene Kugel

B.(a) :={x e X |d(x,a) <r}
eine abgeschlossene Menge.

Beweis. Seiy € B,.(a). Mitr' :=r —d(a,y) > 0 gilt dann B,,(y) C B,(a). Also ist B.(a)
offen.

Seiy € X \ B,(a). Mitr' := d(a,y) —r > 0 gilt dann B,,(y) C X \ B.(a). Also ist
X \ B,(a) offen, und damit B,(a) abgeschlossen. O

Bemerkung. Offene Bille konnen auch abgeschlossen sein. Abgeschlossene Bille kén-
nen auch offen sein. Beides ist z.B. in einem diskreten metrischen Raum der Fall.

Proposition 8.3 (Folgencharakterisierung der Abgeschlossenheit). SeiX ein metrischer
Raum und A C X. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) A ist abgeschlossen,
(ii) fiir jede X-konvergente Folge (x,,) in A giltlim,,_, ,, x,, € A.

Beweis. = :Sei (x,) eine Folge in A und x € X \ A. Da X \ A offen ist, existiert ein
€ > 0 mit B.(x) C X \ A. Damit kann (x,) nicht gegen x konvergieren. Also muss der
Grenzwert in A liegen.
&= : Angenommen, A ist nicht abgeschlossen. Das heif3t, X \ A ist nicht offen, also
existiert ein a € X \ A mit
(Vr > 0)B,(a) € X \ 4,

Fiirn € N,; wihle x,, € By;,(a)nA. Diese x,,’s bilden eine Folge die gegen a konvergiert,
im Widerspruch zur Annahme. O

Korollar 8.4. Set X ein volistidndiger metrischer Raum und F C X. Der Raum F mit der
induzierten Metrik ist genau dann vollstindig, wenn F in X abgeschlossen ist.

Beweis. = : Wenn F vollstindig ist und (x,,) eine X-konvergente Folge in F, dann ist
diese Folge insbesondere Cauchy, und da F vollstindig ist ist sie in F konvergent. Der
Grenzwert liegt also in F.

&= :Sei F C X abgeschlossen und (x,,) eine Cauchy-Folge in F. Da X vollstandig
ist, ist (x,) in X konvergent. Nach Proposition 8.3 liegt der Grenzwert in F. Also ist die
Folge in F konvergent. O
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8.2 Total beschrinkte Mengen

In diesem Kapitel charakterisieren wir Riume in denen jede Folge eine konvergente
Teilfolge besitzt. Diese Charakterisierung wird auch einen alternativen Beweis des Sat-
zes von Bolzano-Weierstraf} beinhalten.

Definition 8.5. Ein metrischer Raum X heif3t total beschrinkt falls fiir jedes € > 0 eine
endliche Teilmenge X, C X mit

xc | B

aeX,

existiert.

Beispiel. Jede beschrinkte Teilmenge von R ist total beschriankt.

Beispiel. Die Menge der Folgen N — [0, 1] mit der Supremumsmetrik ist nicht total
beschrinkt.

Bemerkung. Wir sagen dass eine Teilmenge X’ C X eines metrischen Raums total be-
schréinkt ist falls sie als metrischer Raum mit der induzierten Metrik total beschrinkt
ist.

Proposition 8.6 (Folgencharakterisierung der totalen Beschridnktheit). Ein metrischer
Raum X ist genau dann total beschrinkt, wenn jede Folge in X eine Cauchy-Teilfolge be-
sitzt.

Beweis. = :Sei X total beschriankt und (x,,) eine Folge in X. Wir konstruieren rekur-
siv Teilfolgen von (x,) beginnend mit x, , := x,,.
Fiirein N € N sei die Teilfolge (xy ), bereits konstruiert und Xy C X eine endliche
Teilmenge mit
X = UgexyBr-n(a).

Dann sind unendlich viele x}y ,,s in einem dieser Bille enthalten. Sei (xn41,,),, die Teil-
folge die aus den Elementen besteht die in einem dieser Bille enthalten sind.

Am Ende betrachten wir die Diagonalfolge (x, ,),. Diese Teilfolge von (x,), ist
dann eine Cauchyfolge.

&= : Sei nun X ein metrischer Raum in dem jede Folge eine Cauchy-Teilfolge
besitzt. Wir nehmen an dass X nicht total beschrinkt ist, also ein € > 0 existiert fiir das
X nicht durch endlich viele e-Bille iiberdeckt werden kann.

Wir konstruieren rekursiv eine Folge die zum Widerspruch fiihren wird. Seien x,,
fiir n < N gegeben. Sei dann xy € X \ U,,.nB:(x,,) beliebig.

Mit dieser Konstruktion gilt d(xy, Xxp;) > ¢ fiir alle N # M. Also kann die Folge
(xn)n keine Cauchy-Teilfolge haben. O

Definition 8.7. Ein metrischer Raum X heifit folgenkompakt falls jede Folge in X eine
konvergente Teilfolge besitzt.

Proposition 8.8. Ein metrischer Raum ist genau dann folgenkompakt, wenn er total be-
schrinkt und vollstindig ist.

Beweis. <= :Sei X total beschrinkt und vollstdndig. Sei (x,) eine Folge in X. Nach
Proposition 8.6 besitzt diese Folge eine Cauchy-Teilfolge. Nach Definition der Vollstdan-
digkeit ist diese Teilfolge konvergent.
= : Sei X ein folgenkompakter metrischer Raum. Da jede Folge in X eine konver-
gente Teilfolge besitzt, besitzt sie auch eine Cauchy-Teilfolge, also ist X nach Propositi-
on 8.6 total beschréinkt.
Sei nun (x,) eine Cauchy-Folge in X. Nach Annahme besitzt sie eine konvergente
Teilfolge (xy, )i mit einem Grenzwert x. Im Beweis von Satz 4.28 haben wir gesehen
dass auch x,, gegen x konvergiert. Also ist X vollstindig. O
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Satz 8.9. Eine Teilmenge X C RN (mit der Euklidischen Metrik) ist folgenkompakt genau
dann, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

Beweis. Nach Proposition 8.8 ist X folgenkompakt genau dann, wenn X total beschrinkt
und vollstindig ist. Nach Korollar 8.4 ist X vollstindig genau dann, wenn X in RY ab-
geschlossen ist. Es reicht also zu zeigen dass X genau dann total beschrinkt ist, wenn
X beschrinkt ist.

= : Sei X total beschrinkt. Dann gibt es eine endliche Teilmenge X; C X mit
X C Ugex, Bi(a). Also ist X durch 1 + max,ex, ||al| beschriankt.

&= :Sei X beschridnkt und € > 0. ObdA ist X durch ein A € N beschridnkt und € =
1/M.Dann kénnen wir X durch die (endlich vielen) Wiirfel der Form (m+][0, 1]V)/(NM)
mit m € {—~ANM, ..., ANM}" iiberdecken (das sind Wiirfel mit Kantenlinge 1/(NM)).
Fiir jeden solchen Wiirfel Q der nichtleeren Durchschnitt mit X hat wihlen wir einen
Punkt x € X N Q. Die Vereinigung der e-Bille um diese Punkte liberdeckt dann X. [

8.3 Kompakte Mengen

Die folgende Definition ist formal stidrker als totale Beschrianktheit, impliziert aber iiber-
raschenderweise auch Vollstdndigkeit. Sie ist nicht nur auf metrische Rdume anwend-
bar und von zentraler Bedeutung in Topologie.

Definition 8.10. Eine Uberdeckung einer Menge X ist eine Menge G von Teilmengen von
X mitX = UG.

Ein metrischer Raum X heif3t kompakt wenn jede Uberdeckung von X mit offenen
Mengen eine endliche Teiliiberdeckung besitzt (d.h., eine endliche Teilmenge die auch eine
Uberdeckung ist).

Satz 8.11. Ein metrischer Raum ist kompakt genau dann wenn er folgenkompakt ist.

Beweis. = Sei X kompakt. Nach Proposition 8.8 reicht es zu zeigen dass X total
beschriankt und vollstidndig ist.

Fiir ein festes € > 0 sei G die Menge der offenen ¢-Bille in X. Dies ist eine Uberde-
ckung von X mit offenen Mengen, besitzt also eine endliche Teiliiberdeckung. Da dies
fiir alle € > 0 gilt, ist X total beschrédnkt.

Sei nun (x,) eine Cauchy-Folge in X. Wir miissen zeigen dass diese Folge einen
Grenzwert besitzt. Indem wir eine Teilfolge betrachten, konnen wir annehmen dass
fiir alle n < m gilt d(x,,, x,,) < 2771 Sei nun F, := B,-n(x,). Diese Mengen sind
abgeschlossen, und fiir alle n € N gilt F,, 2 F, ;. Wenn N, F, = @, dann ist {X \ F, |
n € N} eine Uberdeckung von X mit offenen Mengen, besitzt also nach Voraussetzung
eine endliche Teiliiberdeckung. Da die Mengen X \ F,, verschachtelt sind, impliziert das
dass X \ Fy = X fiir ein N € N ist, Widerspruch. Also existiert ein x € N, Fy,. Dieses
x ist dann ein Grenzwert von (x,,). Also ist X vollstidndig.

<= Sei X folgenkompakt. Sei G eine Uberdeckung von X mit offenen Mengen.
Wir miissen zeigen dass G eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Da X total beschriankt ist, existiert fiir jedes n € N, eine endliche Teilmenge X,, € X
mit X C Ugex, Bi/n(@). Wenn ein n existiert sodass fiir jedes a € X, ein G, ,, € g mit
Byn(a) € G, ,, existiert, dann ist {G, ,, | a € X,,} eine endliche Teiliiberdeckung von X.

Wenn das nicht der Fall ist, dann wihlen wir fiir jedes n > 1 ein a,, € X, mit
Bim(ay,) € G fiir jedes G € §. Da X folgenkompakt ist, existiert eine konvergente Teil-
folge (ap, )k- Sei a := limy_  a,, . ObdA konnen wir d(a,,,a) < 1/k und n; > k
annehmen. Sei nun G € G mit a € G. Per Definition einer offenen Menge existiert ein
€ > 0 mit B.(a) € G.Nach dem Archimedischen Prinzip existiert ein k € Nmit k > 2/e.
Es folgt

By/n, (an,) € Byny+1/k(@) € Be(a) € G,

Widerspruch. O
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[16: 2021-01-11]
[17: 2021-01-13]

Satz 8.12 (Heine-Borel). Fiir eine Teilmenge X C RY sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) X ist kompakt,
(ii) X ist folgenkompakt,
(iii) X ist beschrdnkt und abgeschlossen.
Beweis. Folgt direkt aus Satz 8.9 und Satz 8.11. O

Satz 8.13 (Satz vom Maximum). Sei X ein nichtleerer kompakter metrischer Raum und
[+ X — Rstetig. Dann st f beschrdnkt und es existiert ein x € X mit f(x) = sup,,_y f(x').

Beweis. Sei S := sup,,_y f(x") € R U {+oo}. Sei (x,) eine Folge in X mit f(x,) — S.
Nach Satz 8.11 hat sie eine konvergente Teilfolge, die wir wieder mit (x,,) bezeichnen.
Sei x := lim,_, x,. Da f stetig ist, gilt f(x,,) = f(x). Da Grenzwerte eindeutig sind,
gilt S = f(x). O

Definition 8.14. Seien X, Y metrische Riume. Eine Abbildung f : X — Y heifit gleich-
mafig stetig falls

Ve e R,p)(AS € R, p)(Vx, X' € X)d(x,x") < = d(f(x), f(x)) <e.

Der Unterschied zur Definition der Stetigkeit besteht darin, dass fiir ein gegebenes
€ das gleiche ¢ fiir alle Punkte a € X funktioniert.

Beispiel. Die Funktion R — R, x — x2, ist nicht gleichmiRig stetig.

Satz 8.15. Seien X,Y metrische Riume. Wenn X kompakt ist, dann ist jede stetige Abbil-
dung f : X - Y gleichmdpig stetig.

Beweis. Seie€ > 0. Per Definition der Stetigkeit existiert fiir jedes x € X ein §(x) > 0 mit
JF(Bsx)(X)) € Bej2(f(x)). Die Familie

{Bs(x)2(X) | x € X}

ist eine offene Uberdeckung von X. Per Definition der Kompaktheit besitzt sie eine end-
liche Teiliiberdeckung, die also durch eine Teilmenge X’ C X indiziert ist. Wir behaup-
ten dass 8 := min,cxs 6(x)/2 die Definition der gleichmifligen Stetigkeit verifiziert.
Seien dazu a,a’ € X mit d(a,a’) < 8. Per Definition einer Uberdeckung existiert ein
x € X' mit d(a, x) < 8(x)/2. Mit Dreiecksungleichung folgt

d(a',x) <d(a’,a)+d(a,x) <6+ 6(x)/2 < 8(x).
Die Wahl von §(x) impliziert nun

d(f(a), f(a") < d(f(a), f(x)) +d(f(x), f(a)) <e/2+¢e/2 = O

8.4 Allgemeines iiber offene und abgeschlossene Mengen

Der Satz von Heine-Borel ist eine Motivation um allgemein iiber offene und abgeschlos-
sene Mengen zu sprechen.

Satz 8.16. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(i) Seien G;, G, C X offen. Dann ist auch G, N G, offen.
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(ii) Sei G eine beliebige Menge offener Teilmengen von X. Dann ist auch UG = UgegG

offen.
(iii) Seien F, F, C X abgeschlossen. Dann ist auch F; U F, abgeschlossen.

(iv) Sei F eine beliebige Menge abgeschlossener Teilmengen von X. Dann ist auch NF =
NresF abgeschlossen.

Beweis. (i) Sei a € G; N G,. Per Definition der Offenheit sind G;, G, Umgebungen von
a. Das heifit, es gibt positive Radien r;,, > 0 mit B, (a) € G; und B, (a) C G,. Fiir
r := min(n, ) > 0 gilt also

B.(a) C G, N Gy,

was per Definition bedeutet dass G; N G, eine Umgebung von a ist.

Da dies fiir alle a € G; N G, gilt, ist G; N G, offen.

(ii) Sei a € UG. Dann gibt es ein G € G mit a € G. Da G offen ist, ist es eine
Umgebung von a. Deshalb existiert ein » > 0 mit B,(a) C G. Da B,(a) C G C UG, ist UG
eine Umgebung von a.

Da dies fiir alle a € UG gilt, ist UG offen.

(iii) Die Menge
(RURF=FKnE
ist nach Teil (i) offen.
(iv) Die Menge
(NF)F = Upes F©
ist nach Teil (ii) offen. O

Definition 8.17. Sei X ein metrischer Raum und A C X. Das Innere von A ist definiert
durch
A = U{G C X | G offen und G C A}.

Der Abschluss von A ist definiert durch
A= ﬂ{F C X | F abgeschlossen und A C F}.
Der Rand von A ist definiert durch
0A 1= A\ A

Aus Satz 8.16 folgt dass der Abschluss A eine abgeschlossene Menge und das Innere
A° eine offene Menge ist. Es gilt stets A° C A C A. Der Abschluss A ist die kleinste
abgeschlossene Menge die A enthilt, und das Innere A° ist die grofite offene Menge die
in A enthalten ist.

Beispiel. In R gilt @ = R und Q° = @ (Ubung).
Lemma 8.18. Esgilt stets X \ A = X \ A°.

Beweis. Mit der Substitution G = X \ F erhalten wir

X\A=n{F2X\A abgeschlossen}
=n{F2X\A|X\F offen}
=n{X\ G |G C Aund G offen}
=X\ U{G | G C A und G offen}
=X \A. O
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Lemma 8.19. Sei X ein metrischer Raum und A C X. Dann gilt
A° ={x € X|(Fe> 0)B.(x) C A},

A={xeX|(Ve>0)B.(x)NA# T}, (8.1)
0A = {x € X | (Ve > 0)B.(x) N A # @ und B.(x) N A* # &},

Beweis. A° 2: Wenn B.(x) C A, dann ist B.(x) C A° weil B,(x) nach Lemma 8.2 offen
ist.

A° C:Wenn G C A offen und x € G, dann existiert nach Definition 8.1 ein € > 0 mit
B(x) C G CA.

A: Mit Lemma 8.18 und der bereits bewiesenen Teilaussage erhalten wir

A=X\(X\Ay
=X\ {x€eX|(Fe>0)B.(x) C X\ A}
= {x € X | (Be > 0)B.(x) C X \ A}
={x € X| (Ve > 0)B.(x) £ X \ A}
={xeX|(Ve>0)B.(x)NA # &}

0A: Ubung. O

9 Differentialrechnung

Differenzierbarkeit formalisiert die Vorstellung dass eine Funktion gut durch eine af-
fin lineare Funktion approximiert werden kann. Es gibt mehrere Mdoglichkeiten das zu
formulieren, und wir werden einige der wichtigsten kennenlernen.

9.1 Definitionen
Fiir die Definition der Ableitung miissen wir den Grenzwertbegriff erweitern.

Definition 9.1. Seien X,Y metrische Rdume, A C X, und a € A. Fiir eine Funktion
f + A— Yundy €Y schreiben wir

oJm fO) =y

falls
(Ve > 0)(36 > 0)(Vx € Bs(a) N A) d(f(x),y) <.

Die Bedingung a € A wird benétigt um Eindeutigkeit des Grenzwerts zu garantie-
ren. Eindeutigkeit folgt aus der Characterisierung des Abschlusses in (8.1), die sicher-
stellt dass der innerste Quantor ,,\Vx“ nicht {iber die leere Menge genommen wird.

[17: 2021-01-13]
[18: 2021-01-13]

Rechenregeln die fiir Grenzwerte von Folgen gezeigt wurden gelten (mit den glei-
chen Beweisen) auch fiir Grenzwerte in Definition 9.1.

Definition 9.2. Sei K = R oder K = C. Seien U C K und a € U°. Eine Funktion
f : U — K heifst differenzierbar in a falls der Grenzwert

f/(a) ‘=  lim f(a+h)_f(a)

h—0,h#0 h

existiert. Der Grenzwert heifit die Ableitung von f in a.
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Der Fall K = C wird vor allem fiir die trigonometrischen Funktionen wichtig sein.
Die nachfolgenden Beweise funktionieren fiir R und C gleichermaf3en weil sie lediglich
benutzen dass K ein Korper und ein normierter Vektorraum iiber R ist.

Notation 9.3 (Landau-Symbol 0). Sei X ein metrischer Raum. SeiA C X und a € A. Fiir
Funktionen f,g : A — K schreiben wir f € 0y_4(g) (lies: ,, f hat kleinere Ordnung als

g“) falls
i L _
x~a |g(x)|
Mit der Landau-Notation konnen wir die Idee der affin linearen Approximation wie
folgt ausdrucken. Diese Formulierung ist wichtig weil sie sich besser fiir die Verallge-

meinerung auf Funktionen in mehreren Verdnderlichen eignet, was in Analysis 2 zu
sehen sein wird.

Lemma 9.4 (Fehlerterm-Charakterisierung der Ableitung). Seien U C K und a € U°.
Eine Funktion f : U — K ist genau dann in a differenzierbar, wenn

fla+h) = f(a) +Bh + Ry 4(h) (9.1)

mit einer Zahl B € K und einer Funktion Ry ,(h) € o(h) = 0j,_o(h) gilt.
In diesem Fall ist B eindeutig bestimmt und es gilt f'(a) = B.

Beweis. Angenommen, (9.1) gilt. Dann ist

fa+h) - f@
=%

R (h
g Rra®l

111’1’1 - ’
heo ||

h—0
also ist f'(a) = B. Fiir die Umkehrung liest man die Gleichungskette riickwirts. O

Fiir affin lineare Funktionen verschwindet der Fehlerterm R in (9.1) identisch, so-
dass wie die Ableitung unmittelbar bestimmen konnen. Bei dieser Gelegenheit fiithren
wir auch die Notation

d )
@ = @)
ein, die den Vorteil hat dass man kein Symbol fiir die Funktion f braucht.

Lemma 9.5. Seien b, c € K Fiir alle x € K gilt

d
a(bx +c¢)=b.

9.2 Rechenregeln
Die néichsten zwei Hilfsaussagen werden wir fiir diverse Fehlerterme benutzen.

Lemma 9.6. Wenn eine Funktion in einem Punkt differenzierbar ist, dann ist sie dort
auch stetig.

Beweis. Sei f in a differenzierbar. Dann gilt

fla+h) = f(a)+ f'(@)h + R(h)

mit R(h) € o(h). Letzteres impliziert dass R in O stetig ist, also haben wir f als Summe
von Funktionen geschrieben die in 0 stetig sind. O

Lemma 9.7. Sei U C K eine Umgebung von 0. Wenn R, R, f : U — K Funktionen sind
sodass R(h), R(h) € o(h) und f in 0 stetig ist, dann gilt auch (fR)(h), (R + R)(h) € o(h).
Weiterhin gilt h? € o(h).

Beweis. Folgt unmittelbar aus Rechenregeln fiir Grenzwerte. O
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Satz 9.8. Seien U C Kund a € U". Seien f,g : U — R differenzierbar an der Stelle
a € U. Dann sind folgende Funktionen ebenfalls an der Stelle a differenzierbar:

() f+gund(f+g)(a)=f'(a)+g'(a)
(i) fg und (fg)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a) (Produkt- oder Leibnizregel).

Beweis. (i)

(f+8)a+h)=f(a)+gla)+ f(@h+g(ah+Rpq(h) + R o(h).
co(h)

(if)

(fe)a+h) = (f(a) + f'(@h + Ry o(h)(g(a) + g'(a)h + Rg o(h))
= (fe)@) + f(a)g' (@)h + f'(a)hg(a) + @ O

Satz 9.9 (Kettenregel). Seien U,U CK, f : U - Uund g : U — K Funktionen. Wenn
f ineinem a € U° differenzierbar, f(a) € U° liegt, und g in f(a) differenzierbar ist, dann
ist die Verkettung g o f in a differenzierbar, und es gilt

(go f)(a) =g (f(a)f (@)

Beweis. Wir benutzen die Fehlertermdarstellung

(go fla+h) =g(f(a) + f'(@h + Ry q(h))
= g(f(@) + g (f(@)(f'(@h + Ry a(h)) + R o(f'(@h + Ry o(h))
=g(f@)+g(f@)f'(@h+ ., ,

eo(h)

wobei wir benutzt haben dass fiir alle b € K aus R(h), R(h) € o(h) stets R(bh + R(h)) €
o(h) folgt. Letzteres rechnet man wie folgt nach. Sei € > 0. Aus R(h), R(h) € o(h) folgt
dass ein 6 > 0 existiert sodass

|h| <8 = |R(h)|/|h| < € A |R(h)|/|h] < 1.
Damit gilt
|h| < 8/(1 + |b]) = |bh +R(h)| < |b||h| + |h| <6 = R(bh+R(h)) <e. O

Bemerkung. Ahnlich wie bei Stetigkeit, kann die Kettenregel benutzt werden um die
Summen- und Produktregel auf die Ableitungen der Korperoperationen zuriickzufiih-
ren. Wir tun das nicht in Analysis 1, weil wir die Differentialrechnung nur in einer
Variable entwickeln, die K6rperoperationen aber Funktionen von 2 Variablen sind.

Lemma 9.10. Die multiplikative Inverse inv : K \ {0} — K, inv(x) = 1/x, ist differen-
zierbar, und es gilt inv'(x) = —1/x2.

Beweis. Fiir |h| < |x| gilt

1 1 1 1

Invx +h) = S = T x

> (~h/x)k
k=0

: 1 o (—h)k-2
=11’1V(X)—Fh+h2kz_:2( xk)+1 .o

eo(h)
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Lemma 9.11 (Quotientenregel). Seien U C Kund a € U°. Seien f : U — K und
g : U - K\ {0} differenzierbar an der Stelle a. Dann ist auch f/g differenzierbar an der

Stelle a, und es gilt
f'(@)gla) — f(a)g'(a)
g(a)? '

(f/g)(a) =
Beweis. Nach der Kettenregel gilt

(1/g)' (@) = (inve g)(a) = inv'(g(a))g'(a) = (-1/g(a)*)g'(a) = —g'(a)/g*(a).

Nach der Produktregel gilt

(f/g) (@) = (f(1/®))' (@) = f'(a)(1/g)Xa)+f(a)(1/g)(a) = f'(a)/g(a)- f(a)g' (a)/g(a)*.

Das Ergebnis kann man noch auf einen gemeinsamen Nenner bringen um die Behaup-
tung zu erhalten. m

Lemma 9.12. Fiirn € Zund x # 0gilt dix” = nx"~L. Fiirn > 0gilt das auch fiir x = 0.
X

Beweis. Fiirn = 0, 1 ist dies bereits bekannt. Fiir andere positive n benutzen wir Induk-
tion iiber n und die Produktregel:

%x”“ = %(x” - Xx) = (%x") S X+ x”(%x) =mx" Dx+x"-1=(m+1)x".

Fiir negative n benutzen wir die Quotientenregel: fiir n > 1 gilt

i—n_ii__in n\2 — (_pnyh—1 2n — __jy—n-1
ot _dxx”_( o )/(x")* = (—nx""1)/x" = —nx . O

Proposition 9.13 (Ableitung der Umkehrfunktion). Seien U,U C K, a € U°, b € U".
Sei f : U — U eine bijektive Funktion mit f(a) = b die in a differenzierbar ist. Wenn
f'(a) # 0 und die Umkehrfunktion f=! an der Stelle b stetig ist, dann ist f ~* an der Stelle
b differenzierbar, und es gilt

(D' (f(@) =1/f"(a). (9:2)

Bemerkung. Wenn die Umkehrfunktion differenzierbar ist, dann folgt die Identitét (9.2)
aus der Kettenregel. Die Existenz einer Umkehrfunktion folgt aber nicht aus Differen-
zierbarkeit in einem Punkt, z.B. ist

f(x) = x + x?sin(1/x?)
in 0 reell differenzierbar mit f'(0) = 1, aber auf keiner Umgebung von 0 injektiv.

Beweis. ObdA a = b =0und f’'(a) = 1 (sonst betrachte die Funktion x — (f(x + a) —
b)/f'(a)).

Sei g = f~! die Umkehrfunktion von f. Wir schreiben
f(x) = x + R(x). (9.3)
Indem wir x = g(y) einsetzen, erhalten wir

gy) =y —R(gy)).

Wir miissen also zeigen dass der Fehlerterm o(y) ist.
Sei 0 < € < 1 fest. Da f differenzierbar in 0 ist, existiert ein 6 > 0 so, dass

|x| <6 = |R(x)| < €lx].
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Da g stetig in 0 ist, existiert 8’ > 0 so, dass
y <" = [gl <é.

Seiy € U mit |y| < §'. Fiir x = g(y) erhalten wir |x| < § und |[R(x)| < €|x|. Aus (9.3)
folgt
Iyl = [x] = [R(0)| = (1 —€)|x],
sodass
€

R < <
IRG)| < efx| < 7

I O

Korollar 9.14. Sei I C R ein offenes Intervall und f . I — R eine streng monoton
steigende [Korrektur: stetige| Funktion. Wenn f in einem Punkt a € I differenzierbar ist
[Korrektur: mit f'(a) # 0], dann ist die Umkehrfunktion f~ in f(a) differenzierbar, und
es gilt (9.2).

Beweis. Die Umkehrfunktion existiert und ist stetig laut Proposition 7.28. Die Behaup-
tung folgt nun aus Proposition 9.13. O

[18: 2021-01-18]
[19: 2021-01-20]

9.3 Differenzierbarkeit auf einem Intervall

Bisher haben wir iiber Differenzierbarkeit in einem Punkt gesprochen. In diesem Ab-
schnitt betrachten wir Funktionen in einer reellen Variable die auf einem Intervall dif-
ferenzierbar sind.

Definition 9.15. Sei I ein metrischer Raum. Eine Abbildung f : I — R hat ein lokales
Maximum in a € I falls ein € > 0 existiert sodass fiir alle x € B.(a) stets f(a) > f(x) gilt.
Ein lokales Minimum von f ist ein lokales Maximum von — f. Ein lokales Extremum ist
ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum.

Lemma 9.16. Seil C R ein offenes Intervall, a € I, und f : I — R eine Abbildung die
in a ein lokales Extremum hat und in a differenzierbar ist. Dann gilt f'(a) = 0.

Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen f’(a) # 0 an. Wir schrei-
ben

fla+h) = f(a)+ f'(@h + Ry q(h)

mit Ry ;(h) € o(h). Wenn f’(a) > 0, dann existiert ein § > 0 sodass [h| < § =
IR¢ o(R)| < |f'(a)] - |h|. Damit gilt fiir alle h € (0, §) stets

fla+h) = f(a)+ f(@h+Rpq(h) > f(a) + f(@h —|f'(a)] - |h| = f(a).
Also hat f in a kein lokales Maximum. Der Fall f'(a) < 0 geht analog. O

Die Umkehrung von Lemma 9.16 ist falsch.

Beispiel. Fiir die Funktion f(x) = x3 gilt f’(0) = 0, sie hat in 0 aber kein lokales Extre-
mum.

Lemma 9.16 ist an den Endpunkten eines Intervalls falsch.
Beispiel. Die Funktion f : [0,1] —» R, f(x) = x hat ein Maximum in x = 1, aber

/(1) =1%0.

Satz 9.17 (Satz von Rolle). Seien a < b reelle Zahlen. Sei f : [a,b] — R stetig mit
f(a) = f(b) = 0und differenzierbar auf (a, b). Dann existiert ein § € (a, b) mit f'(§) = 0.
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Beweis. Wenn die Funktion f konstant ist, dann verschwindet die Ableitung identisch.

Wenn die Funktion f nicht konstant ist, dann nimmt sie entweder einen Wert > 0
oder einen Wert < 0 an. ObdA betrachten wir den ersten Fall (sonst ersetze f durch
—f). Nach dem Satz vom Maximum (Satz 8.13) hat f ein globales Maximum in einem
Punkt & € [a,b]. Da f(&) > 0, folgt £ € (a,b). Nach Lemma 9.16 gilt f'(§) = 0. O

Satz 9.18 (Mittelwertsatz fiir zwei Funktionen). Seien f,g : [a,b] — R stetig und dif-
ferenzierbar auf (a, b) mit g’ # 0 tiberall. Dann existiert ein § € (a, b) mit

f'© _ fb) - fla)
g gb)-gla

Beweis. Aus dem Satz von Rolle folgt g(b) — g(a) # 0. Die Funktion

e T®) =@,
hO) 1= () = (@) = s os (@) = g(@),
erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Rolle, es gibt also ein & € (a, b) mit
— () = - LD =@,
0= RO = O~ g€ © =

9.3.1 Monotonie

Korollar 9.19 (Mittelwertsatz fiir eine Funktion). Sei f : [a,b] — R stetig und diffe-
renzierbar auf (a, b). Dann existiert ein § € (a, b) mit

ey _ Sb) — fla)
f(g)—W-

Beweis. Benutze Satz 9.18 mit g(x) = x. O

Bemerkung. Der Mittelwertsatz ist falsch fiir komplexwertinge Funktionen. Beispiel:
f(x) = exp(ix) auf [0, 27].

Korollar 9.20. Sei f : [a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b). Dann ist f genau
dann monoton steigend, wenn fiir alle x € (a, b) stets f'(x) > 0 gilt.

Beweis. —> : Fiir jedes & gilt f'(£) = limy_o (€+h}>l—f<€)

wenn f monoton steigend ist.
<= : Angenommen, f’ > 0 iiberall. Fiir a < a’ < b’ < b liefert Korollar 9.19 die
Ungleichung

, und der Bruch ist immer > 0

F) = fa) = fEb —a’)>0. O
Bemerkung. Strenge Monotonie impliziert nicht dass f’(x) > 0. Beispiel: f(x) = x3.

Korollar 9.21. Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a, b) differenzierbar. Dann ist f kon-
stant genau dann wenn fiir alle x € (a, b) stets f'(x) = 0 gilt.

Beweis. Die Funktion f ist genau dann konstant wenn sie monoton steigend und mono-
ton fallend ist. Korollar 9.20 besagt dass diese Aussagen zu f’ > 0bzw. f' < 0 dquivalent
sind. O

Korollar 9.21a (Beweis in der VL). Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a, b) differenzier-
bar. Dann sind dquivalent:

(i) die Funktion f ist streng monoton steigend,
(ii) f' > 0 und es gibt kein nichtleeres offenes Intervall I' C [a, b] auf dem f' identisch

verschwindet.
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9.3.2 Konvexitiit

Definition 9.22. Seil C R ein Intervall. Eine Funktion f : I — R heif3t (strikt) konvex
falls fiirallea,b € Tund t € (0, 1) stets

f(@=0Da+1tb) <A —-0)f(a)+tf(b)
gilt (bzw. < statt <). Eine Funktion f heifit (strikt) konkav falls — f (strikt) konvex ist.

Lemma 9.23. Eine Abbildung f : I — R ist (strikt) konvex genau dann, wenn fiir alle
a,x,b € I mita < x < b stets

f&) = fla) _ fb)— f(x)

X—a - b—x

(9.4)

gilt (bzw. < statt <).
Beweis. Mit dem Variablenwechsel x = (1 — t)a + tb bekommen wir

x—a (@-tHa+tb—a  tb—-a)  t
b—x b-—(10-tha—tb (Q-t)b—a) 1-t

sowie

f(A=0a+tb) <A -0f(@)+1tf(b) = [f(x) <A -1)f(a)+1tf(b)
= (- - (@) € +HO) - () e (DS JOZJD

- b—x

Die strikten Ungleichungen sind ebenfalls dquivalent. O

Proposition 9.24. SeiI C R ein offenes Intervall und f : I — R differenzierbar. Dann
ist f (strikt) konvex genau dann, wenn f' (streng) monoton wachsend ist.

Beweis. = : Sei f konvex (den streng konvexen Fall behandeln wir spiter). Seien
a < bausIundh < (b— a)/2. Indem wir (9.4) zwei mal benutzen, bekommen wir

fla+h) —fl@) _ fb—h)—flat+h) _[f)—fb-h)
h - b—a-2h - h '

Wenn wir auf beiden Seiten lim,_,, nehmen, bekommen wir f'(a) < f'(b).
&= : Wenn f’ (streng) monoton wachsend ist, dann folgt (9.4) (mit <) aus dem
Mittelwertsatz.
Wenn f’ monoton, aber nicht streng monoton wachsend ist, dann ist f* auf einem
Teilintervall konstant. Aus dem Mittelwertsatz folgt dann (9.4) mit = fiir a, x, b aus die-
sem Teilintervall. ]

Beispiel. f(x) = x? ist strikt konvex.

Korollar 9.25. Sei I C R ein offenes Intervall und sei f : I — R differenzierbar und
f' : I - Rebenfalls differenzierbar. Dann ist f konvex genau dann, wenn f” = (f')’ > 0.
9.3.3 L’Hépital-Regel

Lemma 9.26. Seien a,b € R mit a < b. Seien f,g : (a,b) — R differenzierbare Funk-
tionen sodass g, g’ nirgendwo verschwinden.
Wenn lim,,_,, f(x) = lim,_,g(x) = 0 und lim,,_,, f'(x)/g'(x) in R existiert, dann
gilt
lim f(x)/g(x) = lim f'(x)/g'(x),
X—a X—a

und insbesondere existiert der Grenzwert auf der linken Seite.
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Beweis. Sei a :=lim,_,, f'(x)/g'(x). Fiir jedes € > 0 existiert ein x, € (a, b) mit

§e(ax) = |f'(E)/g¢) —al<e
Seien x,y € (a, x¢) mit x < y. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein £ € (x, y) mit

fO)-f&x _ f'©
g)—glx) g

Indem wir x — a gehen lassen, bekommen wir

o
gy) <

ela—ea+el

[a—¢e,a+e]

Da ¢ beliebig war, ist die Behauptung gezeigt. O

[19: 2021-01-20]
[20: 2021-01-25]

Beispiel. Fiira € R\ {0}und n,m € Z, m # 0, gilt

lim Xt—at lim nx"”! = —a
xsa XM —am  xLamxm-1 m

9.4 Vertauschung von Grenzwert und Ableitung

Satz 9.27 (Schrankensatz iiber R). Sei f : [a,b] — R stetig und auf(a, b) differenzierbar.
Fiir alle x € (a, b) gelte | f'(x)| < M. Dann gilt |f(a) — f(b)| < M|a — b|.

Beweis. Aus dem Mittelwertsatz folgt f(a) — f(b) = f'(§)(a — b) mit £ € (a, b). O

Korollar 9.28 (Spezialfall des multidimensionalen Schrankensatzes). Sei U := B,(0) C
Cund f : U — C differenzierbar. Dann gilt fiir alle a € U stets

[f(a) = f(O)| < |a| sup|f’(2)].

zeU

Beweis. ObdA |a| # 0.Indem wir f durch f(z) := f (ﬁz) ersetzen, konnenwira € R
a

annehmen.

ObdA f(0) = 0 (sonst ersetze f durch f — f(0)).

ObdA f(a) # 0. Indem wir f durch f(z) = f(z) - |f(a)|/f(a) ersetzen, kénnen wir
f(a) € R annehmen.

Fiir x € [0,a] sei nun g(x) := Rf(x). Dann ist g eine stetige Funktion, und auf
(0, a) ist sie reell differenzierbar mit g'(x) = R f'(x). Aud dem Mittelwertsatz folgt nun

|f(@)] = |g(a) — g(0)] = |g'(§)(a—0)| = |allg'(5)] < |allf"(§)]
mit einem & € (0, a). O

Ein gleichméfliger Grenzwert differentierbarer Funktionen muss im Allgemeinen
nicht differenzierbar sein. Das folgende Resultat gibt eine hinreichende Bedingung an
unter der dies doch der Fall ist.

Satz 9.29 (Vertauschung von Grenzwert und Ableitung). Sei U C K offen. Sei (f,,)nen
eine Folge von differenzierbaren Funktionen f,, : U — K. Man nehme an dass die Funk-
tionen f, gleichmdfig gegen eine Funktion f konvergieren und die Ableitungen f,, gleich-
mdj3ig gegen eine Funktion g konvergieren.

Dann ist der Grenzwert f eine differenzierbare Funktion und es gilt f' = g.
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Beweis. Seix € U und e > 0s0,dass B.(x) C U. Fiir h € B.(0) und ein beliebigesn € N
schitzen wir den Restterm in der affin linearen Approximation von f ab:

IR (M) = [f(x + h) — f(x) — g(x)h|
< falx + h) = fu(6) = [ +|(f = fu)(x + 1) = (f = fu)(x) = (8 = ) ()|
= Ry, x (W] + UM [(frn = f)(x + 1) = (fn = f)(X) = (fin = fo) (ORI

< |Rs, x(M)| +2|h|liminf sup |(fi, — fu)(x")], (Schrankensatz)
m—oo

x'€Be(x)

< R g, ()| + 20| liminfl f, = filo

Fiir ein gegebenes € > 0 wihlen wir nun n so grof3, dass fiir alle m > nstets || f,, — 8| <
€/8 gilt und § > 0 so klein, dass

h <8 = [Ry, (W) < /2]Al.
Dann bekommen wir fiir alle h € Bs(0) die Abschétzung

IRy x(M)] < [Rg, x(W)] + 2| lim inf{||fz, — gl| + lIg = fill) < €lP]- m

Satz 9.30 (Ableitungen von Potenzreihen). Sei f(z) := Zfzo a, z* gegeben durch eine
Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0. Dann gilt fiir alle z € B,(0) C C stets

fl(z)= i kaz<1.
k=1

Beweis. Per Induktion iiber K bekommen wir aus den Rechenregeln fiir Ableitungen

q4 K K
& Z aka = Z kaka_l.
k=0 k=1
Die Reihe ), ka,z¥~! hat aufgrund von Lemma 6.19 Konvergenzradius

1/(lim sup|kak|1/k) = 1/(lim sup|ak|1/k) = p.

k—o k—oo

Insbesondere konvergiert sie gleichméf3ig auf jedem Ball B,(0) fiir r < p. Da die Partial-
summen der zweiten Reihe die Ableitungen der Partialsummen der ersten Reihe sind,
folgt die Behauptung aus Satz 9.29. U

Korollar 9.31. AufC, und damit insbesondere auf R, gilt exp’ = exp, sin’ = cos, cos’ =
—sin.

Beweis. Fiir die Exponentialfunktion liefert Satz 9.30

d d & zF S kzF1 & k!
—exp(z) = ), 7= = = exp(2).
dz dz kZZO k! = k! kZ=:1 (k-1

Fiir die trigonometrischen Funktionen benutzen wir die Formeln

cosz <= exp(iz) + exp(—lz)’ singz ‘= exp(iz) — 'exp(—lz),
2 2i
sowie die Rechenreglen fiir Ableitungen:
d d
exp’(iz)—(iz) + exp’(—iz)—(—iz) N (i
4 oz = dz dz _ exp(iz)i + exp(=iz)(=) _ _ sinz,
dz 2 2
N N
d exp (lz)a(lz) — exp (—1z)d—z(—lz) exp(iz)i — exp(—iz)(—i)
—sinz = , = . = COS Z.
dz 2i 2i
O
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Korollar 9.32. Fiir x > 0giltIn'(x) = 1/x.

Beweis. Da In die Umkehrfunktion von exp ist, liefert Korollar 9.14

In'(exp(a)) = 1/ exp’(a) = 1/ exp(a).
Die Behauptung folgt mit der Substitution x = exp(a). O
Korollar 9.33. Fiir x > 0und q € R gilt %xq = gqx?71,

Beweis. Die Kettenregel liefert

_XQ—_qunx—Xp’qnx_qnx—qunxq_nx—Xqu—qqu
dx dxe (l ) ¢ (1 )dx(l ) © (l )dxl / )

Korollar 9.34. Der natiirliche Logarithmus In ist eine konkave Funktion.

Beweis. Aus Korollar 9.32 folgt dass — In’ streng monoton ist. Aus Proposition 9.24 folgt
dass — In konvex ist. Also ist In per Definition konkav. O

9.5 Hohere Ableitungen

Sei U C Kund f : U — K differenzierbar. Wenn die Ableitung f” wieder eine diffe-
renzierbare Funktion ist, dann heif3t f zweimal differenzierbar, und

2
===y

heif3t zweite Ableitung von f. Rekursiv kann man Ableitungen beliebiger Ordnung de-
finieren:

Definition 9.35. Sei U C Koffenund f : U — K. Sei f© := f.

Sei m € N. Wenn f(™ definiert ist, dann nennen wir f eine m-mal differenzierbare
Funktion. Wenn f quferdem stetig ist, dann nennen wir f eine m-mal stetig differen-
zierbare Funktion. Wenn f(™ weiterhin differenzierbar ist, dann definieren wir

dm+1f

pmHf = dxm+1

= flmD = (pOmy,

Die Menge der m-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf U wird mit C"™(U) bezeich-
net. Die Menge der beliebig of differenzierbaren Funktionen wird auf U ist

c=(U) := () c™(W).
meN

Nicht jede differenzierbare Funktion ist stetig differenzierbar.

Beispiel. Fiir x € R sei
2 .
x*sin(1/x), x #0,
fx) =
0, x=0.

Dann gilt f/(0) = 0 (Beweis: Ubungsaufgabe) und fiir x # 0 gilt stets
f'(x) = 2xsin(1/x) + x? cos(1/x)(—1/x2) = 2xsin(1/x) — cos(1/x).

Insbesondere ist f’ in 0 nicht stetig.

Meistens arbeitet man mit stetig differenzierbare Funktionen, was man auch dar-
an erkennt dass es keine allgemein gebrduchliche Notation fiir den Raum der m-mal
differenzierbaren (nicht notwendigerweise stetig differenzierbaren) Funktionen gibt.
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9.5.1 Rechenregeln

Die Rechenregeln fiir Ableitungen konnen auf hohere Ableitungen verallgemeinert wer-
den.

Lemma 9.36. Seien f,g € C™(U). Dannist f + g € C"™(U) und
(f +g)m = flm) 4 g,

Beweis. Induktion iiber m, wobei in jedem Induktionsschritt Satz 9.8, Teil (i) verwendet
wird. ]

Lemma 9.37 (Leibnizregel). Seien f,g € C"™(U). Dannist fg € C™(U), und es gilt

m

(fe)™ = (',q:)f () glm=h),

k=0

Die Leibnizregel sieht nicht zufillig wie die binomische Formel aus. Man kann die
binomische Formel aus der Leibnizregel bekommen indem man f(x) = ax"/m! und
g(x) = bx™/m! einsetzt.

Beweis. Induktion iiber m. Induktionsanfang m = 0 benutzt dass das Produkt stetiger
Funktionen stetig ist.
IS: die Behauptung sei fiir m bekannt. Dann ist

(m+1) — o (m (k) o(m—k)
(fg) Dg}()(,c)f g

I
Mz

(7 Jptreog)

=
I
o

I
M=

m —_ —
(k>(f(k+1)g(m k) 4 f(k)g(m k+1))

(o2

(ml-: 1>f(k)g(m—k+1)‘

=~
Il
I o

1

M3 T03

=
I
=}

Wir haben die Rechenregeln aus Satz 9.8 benutzt, die insbesondere zeigen dass ( fg)™
differenzierbar ist. Die Stetigkeit von (fg)*1 folgt aus Stetigkeit der Ableitungen von
f und g die in der obigen Formel auftauchen. O

Lemma 9.38 (Verkettung m-mal differezierbarer Funktionen). Seien U,U C K offen.
Seien f : U - Uundg : U — K Funktionen die m-mal (stetig) differenzierbar. Dann
ist g o f auch m-mal (stetig) differnzierbar.

Es gibt auch eine Formel fiir die m-te Ableitung der Verkettung, die sogenannte
Formel von Faa di Bruno. Aus Zeitmangel verzichten wir darauf sie zu zeigen.

Beweis. Per Induktion iiber m. Fiir m = 0 ist nur im stetigen Fall etwas zu zeigen, und
die Stetigkeit der Verkettung ist aus Lemma 7.6 bekannt.

IS: Die Aussage sei nun fiir ein m € N bekannt, und wir betrachten (m + 1)-mal
differenzierbare Funktionen. Nach der Kettenregel fiir Ableitungen (Satz 9.9) gilt

(8o f) =@ Nf"

Nach Induktionsvoraussetzung sind beide Faktoren auf der rechten Seite m-mal (stetig)
differenzierbar. Die Behauptung folgt nun aus der Leibnizregel. O
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Lemma 9.39 (Umkehrfunktion einer m-mal differenzierbaren Funktion). SeiI C R
ein offenes Intervall und f € C™(I) fiir ein m € Ny mit f' > 0. Dannist f~1 : f(I) > I
ebenfalls m-mal stetig differenzierbar.

Beweis. Die Bedingung f’ > 0 impliziert nach Korollar 9.21a dass f streng monoton
steigend ist. Nach Proposition 7.28 ist f(I) auch ein offenes Intervall, und die Umkehr-
abbildung f~! : f(I) — I ist streng monoton steigend und stetig.
Wir zeigen die Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung f~! per Induktion iiber
m > 1. IA: Im Fall m = 1 wissen wir aus Korollar 9.14 dass f~1! differenzierbar ist, und
es gilt
D' (f(@) =1/f"(a).

Mit inv(x) = 1/x bekommen wir
(f~Y =invo f'o f~L (9.5)
IS: Die Behauptung sei fiir ein m > 1 bekannt. Sei nun f € C™*1(I). Dann zeigen
die Formel (9.5) und die Induktionsvoraussetzung dass (f~!)’ eine Verkettung von m-

mal stetig differenzierbaren Funktionen ist. Nach Lemma 9.38 ist also (f~1) € C™,
also f~1 € c™m+1, O

[20: 2021-01-25]
[21: 2020-01-27]

9.5.2 Taylor-Polynome

In (9.1) haben wir gesehen dass die Ableitung die beste affin lineare Approximation
einer Funktion bestimmt. Ahnlich bestimmen hohere Ableitungen die beste polyno-
mielle Approximation einer Funktion.

Satz 9.40 (Taylor-Polynom mit Lagrangeschem Restglied). Seil C R ein offenes Intervall
und f : I - R eine m-mal differenzierbare Funktion. Fiira,x € I mita # xseiJ = (a, x)
falls a < x bzw. J = (x, a) falls x < a. Dann existiert ein § € J mit

(k) (m)
f(x) — Z f (a) )k f (g) (x a)m

Taylorpolynom vom Grad m — 1 an der Stelle a

Beweis. Fiirt € I sei

Diese Funktion ist auf I differen21erbar, und es gilt

m-—1

n(t) = Z %(f(k“)(t)(x _ t)k _ f(k)(t) k(x — t)k‘l)
k=0 "
m—1
f(k“)(t) IO _
= 2 gm0 leo gy (k-0
S m—
- (m-— 1)!(x— 2

Nun benutzen wir den Mittelwertsatz fiir zwei Funktionen (Satz 9.18) mit den Funk-
tionen h und g(t) = (x — t)™. Wir erhalten dass es ein & € J gibt mit

-1
_5 M@ ‘_ g -g@),,
£ g% a O 0 = k00— k@) = RS @)

o —(x=a)™ FUm (&) o
e ey A G

m!
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Korollar 9.41 (Taylor-Polynom fiir C" Funktionen). Seil C R ein offenes Intervall und
f € C"™(I). Dann gilt

(k)
Zf (@)

k=0

(x — @) € ox_q(Jx — a|™). (9.6)

fGo) -

Beweis. Aus Satz 9.40 folgt

19 - Z IO@ ] =[SOS g

m!

fiir ein £ das zwischen a und x liegt. Da f("™ stetig ist, ist der Zdhler auf der rechten Seite
0yq(1). Multiplikation mit (x —a)" ergibt also eine Funktion die kleinere Ordnung hat
als |x — a|™. O

Die Abschitzung (9.6) zeigt dass Taylorpolynome hoheren Grades an einer festen
Stelle a die Funktion in einer kleinen Umgebung von a immer besser approximieren.
Man konnte deshlab hoffen dass die Taylorreihe

i f(k)(a) (e a)k

!
&= K

die Funktion f an der Stelle a auf einer Umgebung von a genau wiedergibt. Dies ist fiir
C* Funktionen im Allgemeinen falsch.

Beispiel. Sei f : R — R definiert durch

x <0,

f) {exp( 1/x), x> 0.

Da fiir jedes N stets lim, ¢ y~¢ x~N exp(—1/x) = 0 gilt, sieht man per Induktion

x <0,

D"f(x) = Ipn(x) exp(—1/x), x>0,

wobei p,, ein Polynom ist. Insbesondere verschwinden alle Koeffizienten der Taylorrei-
he der Funktion f in 0, sodass die Taylorreihe in keiner Umgebung von 0 mit f tiber-
einstimmt.

Lemma 9.42 (Hinreichende Bedingung fiir ein lokales Extremum). Sei I C R offen,
a €1 f € C*I) mit f'(a) = 0und f"(a) > 0. Dann hat f in a ein striktes lokales
Minimum.

Beweis. Mit Hilfe von (9.6) schreiben wir
fla+h) = f(a) + f'(@)h + f"(a)h?/2 + R(h)

mit R(h) = o(|h|?). Seie := f"(a)/4und & > 0so,dass |h| < § = |R(h)| < ¢|h|*.
Dann gilt fiir alle h € R mit 0 < |h| < § stets

fla+h) > f(a) + f"(@h*/2—eh|? 2 f(a) + f"(@h?/4 > f(a). O
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10 Integration

Integration ist eine Verallgemeinerung der Summation und 16st viele Probleme, wie z.B.
einfache Differentialgleichungen (s. Fundamentalsatz der Differential- und Integral-
rechnung). Intuitiv gesehen fithren wir Integration als Methode ein, die Fldche unter
einem Graphen zu berechnen, genau genommen definieren wir diese Fliche aber erst
durch Integration. Ein Flichen- bzw. Volumenbegriff fiir allgemeinere Mengen wird in
Mafitheorie (Analysis 3) formalisiert.

Wenn Sie das Modulhandbuch genau gelesen haben, wissen Sie dass es 2 Integral-
begriffe gibt die in der Analysis 1 behandelt werden konnten, die beide ihre Vor- und
Nachteile haben. Wir benutzen das allgemeinere der beiden, ndmlich das Riemannsche
Integral (bzw. das dazu dquivalente Darboux-Integral), weil es vom Ansatz her direkter
ist.

Definition 10.1 (Ober-/Untersumme). Sei I C R ein kompaktes Intervall das aus mehr
als einem Punkt besteht. Eine Zerlegung (engl. partition) von I ist eine endliche strikt mo-
noton steigende Folge 3 = (tg,...,t;) mit minl = t, < --- < t; = max]I. Fiir eine be-
schrinkte Funktion f : I — R und eine Zerlegung 3 von I definieren wir die Ober- und
Untersumme

S(£,3) Z(t —tj—1) sup f,

tjlt]

J
S(f,3) 1= ) (G —t- 1) inf _f.
j=1 [tj-1:t5]
Auf der Menge der Zerlegungen eines Intervalls I ist die Mengeninklusion eine
partielle Ordnungsrelation (wir identifizieren eine Zerlegung mit der Menge ihrer Tei-
lungspunkte). Eine Zerlegung 3’ heifit Verfeinerung einer Zerlegung 3 falls 3' 2 3.

Lemma 10.2 (Monotonie der Ober-/Untersummen). Seien 3 = (tg,..,t;) C 3’ =
(to,-.-»ty) Zerlegungenvon I und f : I — R beschrinkt. Dann gilt

S(f,3) < S(f,3") < S(f,3) < S(f, 3).

Beweis. Die mittelere Ungleichung ist klar. Die beiden dufleren sind @hnlich, wir be-
trachten die linke. Es reicht den Fall |3'| = |3| + 1 zu betrachten, der allgemeine folgt
dann per Induktion iiber |3’| — |3|. Sei j der kleinste Index mit tj’ # ;. Dann gilt tj = ¢
fiirl < jundt,, = t; fiirl > j. Damit ist

S(3) =5, = ~tj) o, f+ (=) Jnf f=(G=t) int f

Jlj Jtie [£j-1.]

> ((f =t + (0 =) = (G = 1j-) inf fE©=0. O

]1J

Korollar 10.3. Sei f : I — R beschrdnkt und 3, 3" Zerlegungen von I. Dann gilt

S(f,3) < S(f,3).

Beweis. Die Vereinigung 3” := 3U 3’ ist eine gemeinsame Verfeinerung der Zerlegun-
gen 3, 3'. Aus Lemma 10.2 folgt dass
S5(f.3) < 5(f.3") < S(f,3") < S(f, 3). O

Definition 10.4 (Darboux-Integral). Sei f : I — R eine beschrinkte Funktion. Das
obere und das untere Darboux-Integral von f auf I sind definiert als

/1 f 5= nf5(£.3) l f = supsU.3)
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Die Funktion f heifit Darboux-integrierbar auf I falls f, f = f; f. In diesem Fall ist das
Darboux-Integral der Funktion f aufI = [a, b] definiert als

f1f=fabf(t)dt :=Zf=lf.

Das Zeichen [ ist vom Fraktur-,s‘ fiir ,,Summe* abgeleitet. Die Notation dt soll eine
unendlich kleine Differenz §; — t;_; darstellen.
Aus Korollar 10.3 folgt dass fiir beliebige Funktionen f stets

Jr<ls

gilt, sodass die Gleichheitsbedingung f; f = [/, f zu f; f < J; f dquivalent ist.

Als nichstes wollen wir eine Charakterisierung der Integrierbarkeit zeigen die der
Cauchy-Bedingung fiir Folgen dhnelt. Dafiir definieren wir zuerst fiir ein Intervall I C R
die Ldnge |I| = (b — a) falls I = [a, b]. Fiir eine Funktion f : I — R definieren wir die
Oszillation

o§cf := sup |f(§) — f(§I.
ggrel

Fiir ein Intervall I, eine Zerlegung 3 = (t; < --- < t;) von I, und eine Funktion f : I —
R definieren wir weiterhin die Fehlerschranke

J
A(f,3) = Z(tj_tj_l) osc f.
j=1 [tj—l,t']

Fiir reellwertige Funktionen gilt

A(f,3) = 5(f.3) = S(f. 3). (10.1)

Definition 10.5. Eine Funktion f : I — R heifst Riemann-integrierbar falls
infA(f,3) = 0.

Die Definition 10.5 ist allgemeiner als Definition 10.4 und funktioniert ohne Weite-
res fiir Funktionen mit Werten in Banachriumen. Fiir reellwertige Funktionen sind sie
aber dquivalent; deshalb verzichten wir vorerst darauf das zur Definition 10.5 gehoren-
de Integral zu definieren.

Proposition 10.6. Sei f : I — R eine beschridnkte Funktion. Dann sind folgende Aussa-
gen dquivalent.

() f ist Darboux-integrierbar,
(ii) f ist Riemann-integrierbar.

Wenn die beiden Aussagen zutreffen, gilt fiir jede Zerlegung 3 = (ty < ... < ty) von I und
eine beliebige Wahl von Zwischenpunkten & = (..., §;) mit §; € [tj_y, t;] stets

1
wobei

J
S(f,3,8) = D, — t;_)f (&)
j=1

die Riemannsche Summe mit Zerlegung 3 und Zwischenpunkten & ist.
Ab sofort nennen wir Riemann- und Darboux-integrierbare Funktionen einfach inte-
grierbar.
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Beweis. (i) = (ii): Seien (3 )und (§n) Folgen von Partitionen mitlim,_,,, S(f,3 ) =
_—hn __ _ —n
sup, S(f, 3) bzw. lim,,_, S(f,3,) = inf3S(f,3). Fiir die gemeinsame Verfeinerung
3n:=3 U §n gilt nach Lemma 10.2 stets
—n

S(f.3 ) < 8/, 30) = f fo 530253 — f J
P4 1
Damit bekommen wir
A(fagn) zg(f’gn)_g(f’?)n) - /.f_/fzo'
I Y1
(ii) = (i): Superadditivitit von Infima impliziert

0= irslf(§(f, 3)—S(f.3) > ir31f§(f, 3) +inf(=5(f.3)

=inf§(f,8)—sup§(f,3)=ff—ff-
3 3 T Y1

Damit bekommen wir, wie gewiinscht, f; f < [, f.

Wenn (i) und (ii) zutreffen, dann gilt fiir jede Zerlegung 3 und Zwischenpunkte 5
stets

([ 15020} < 1502502
I
Letzteres Intervall hat aufgrund von (10.1) Lange A(f,Z). O

Lemma 10.7. Sei f : I —» R die konstante Funktion f(x) = c. Dann ist f integrierbar

und es gilt
/f = c|I|.
I

Beweis. Seil = [a, b]. Dann gilt fiir die Zerlegung 3 = (a < b) bereits A(f, 3) = 0. Also
ist

f £ = S(f. 3.ab) = elIl. =
I

Lemma 10.8. Jede stetige Funktion f : I — R ist integrierbar.

Beweis. Nach Satz 8.15 ist f gleichmiflig stetig. Das bedeutet dass fiir jedes ¢ > 0 ein
6 > 0 mit
x=x[<é = |f(x) = f(X) <e

existiert. Sei nun 3 eine Zerlegung mit §; — ¢;_; < & (es ist leicht zu sehen dass eine
solche Zerlegung existiert). Dann gilt

A(f,3) < (4 = tj_e = |Ile.
j

Da ¢ > 0 beliebig war, ist f auf I Riemann-integrierbar. O

[21: 2020-01-27]
[22:2021-02-01]

Beispiel. Die charakteristische Funktion 1 ist auf [0, 1] nicht integrierbar, weil fiir jede
Zerlegung 3 von [0, 1] aufgrund der Dichtheit von rationalen bzw. irrationalen Zahlen
in den reellen Zahlen stets

5(f,3)=0, S(f,3)=1

gilt, sodass

ff=SuP§(f,8)=0¢1=inf§(f,3)=/f-
%A 4 3 3 T
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Lemma 10.9. Sei f : I — R beschrinkt und auf I° stetig. Dann ist f auf I integrierbar.

Beweis. Seil = [a,b] und f sei durch M > 0 beschrinkt. Seien € > 0 und § = min((b —
a)/2,e/(4M)). Aus Lemma 10.8 wissen wir dass eine Zerlegung 3 von [a + 8, b — §| mit
A(f, 3) < €/2 existiert. Sei 3’ = {a} U 3 U b. Dann gilt

A(f,3)=06 osc_ f+A(f,3)+J osc f<46M+¢e/2<Le.
[a,a+6] [b—8,b]

Da € > 0 beliebig war, ist f auf I Riemann-integrierbar. O

Lemma 10.10. Seiena < b < cund f : [a,c] — R eine beschrinkte Funktion. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) fistauf|a,c] integrierbar,
(ii) fistauf|a,b] und [b,c] jeweils integrierbar.

Falls die obigen Aussagen zutreffen, dann gilt

/f:f [T (10.2)
[a,c] [a,b] [b,c]

Beweis. (i) = (ii): sei 3 eine Zerlegung von [a, c] mit A(f,3) < e.Sei 3’ := 3 U {b}.
Mit Lemma 10.2 bekommen wir

A(f,3' nla,b]) <A(f,3) LA(f,3) <e.

Da e beliebig war und 3'Nn[a, b] eine Zerlegung von [a, b] ist, ist f auf[a, b] integrierbar.
Fiir das Intervall [b, c] funktioniert das gleiche Argument.
(ii) = (i). Sei € > 0 beliebig. Seien 3, 3’ Zerlegungen von [a, b] bzw. [b, c] mit

A(f,3) <e/2, A(f,3) <e/2.

Dann ist 3 U 3’ eine Zerlegung von [a, c] mit

A(f,3U3) =Af,3)+A(f,3) <e.

Da ¢ > 0 beliebig war, ist f auf [a,c] integrierbar. Fiir eine beliebige Wahl von Zwi-
schenpunkten ¢ fiir die Zerlegung 3 U 3’ gilt weiterhin

[ o= 5= sl<lsr3usd-s¢.3.0-50.3.8)
[a,c] [a,b] [b,c]

+A(f,3UZ)+A,3)+A(f,3)<0+e+¢€/24+¢/2.
Da ¢ > 0 beliebig war, bekommen wir (10.2). O

Korollar 10.11 (Stiickweise stetige Funktionen sind integrierbar). Sei f : I — R ei-
ne beschrdnkte Funktion die in hichstens endlich vielen Punkten unstetig ist. Dann ist f
integrierbar.

Beweis. Wir spalten I in endlich viele Intervalle in deren Inneren f jeweils stetig ist auf
und benutzen Lemma 10.9 auf jedem Teilintervall. O

Fiir die nichste Aussage brauchen wir das Analog von Lemma 10.2 fiir Fehler-
schranken.

Lemma 10.12 (Monotonie der Fehlerschranke). Sei f : I — R beschrinkt und 3 C 3’
Zerlegungen von I. Dann gilt

A(f,3) < Af, D)
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Beweis. Esreichtden Fall |3'| = |3|+ 1 zu betrachten. Mit Notation wie in Lemma 10.2
gilt
A(f,3) = A(f,8) = (G —t;_y) osc f—(E —t)_)) osc f—(th,—1) osc f
[tj—l’t'] [t‘/]'_lyt}] [t;’ }+1]

2 (4= 1) = (G = 1) = @y =) 05 f=0. [

J-vtj
Nun zeigen wir dass Integration eine lineare Abbildung ist.

Satz 10.13 (Linearitét der Integration). Seien f,g : I — R integrierbar und o, § € R.
Dann ist die Linearkombination o f + g auch integrierbar, und es gilt

fl(af+ﬁg)=aflf+ﬁf1g. (103)

Beweis. Seie > 0.Da f, g integrierbar sind, existieren Zerlegungen 3¢, 3, mit
A(f,3f) <& Ag 3g) <e
Sei 3 := 3y U 3. Fiir jedes Intervall I’ folgt aus der Dreiecksungleichung
osc(af + Bg) < |af ose f + || oscs.
Das impliziert
A(f + 8 3) < |a|A(f, 3) + 1818, 3) < |alA(f, 3r) + 1BIA(G: Bg) < (lal + |B8]e.

Da ¢ > 0 beliebig war, ist die Linearkombination af + fg Riemann-integrierbar.
Weiterhin gilt, mit der Zerlegung 3 wie oben und einer beliebigen Wahl von Zwi-

schenpunkten £, stets

|[ar+pe)-a [ £ [ o] <[star + fe.3.5- a5(/.3.5) - f5te.3.5)
I I I

+A(af + 68, 3) + [alA(f, 3) + IBIA(G, 3) < 0+ 2(Jaf + |B]e.
Da e > 0 beliebig war, folgt (10.3). O

Lemma 10.14 (Integration erhélt Ordnung). Seien f,g : I — R integrierbar mit f < g.

Dann gilt
frs s
T T

Beweis. Das folgt direkt aus der Tatsache dass fiir jede Zerlegung 3 von I stets S(f, 3) <
S(g. 3) gilt. O

Korollar 10.15 (Mittelwertsatz fiir Integrale). Sei I C R ein kompaktes Intervall und
¢ . I = Ry stiickweise stetig [Korrektur: und beschrinkt]. Dann existiert fiir jede stetige

Funktion f : I - Rein § € I mit
Jre=1® [

Beweis. Stiickweise Stetigkeit von ¢ impliziert dass ¢ und f¢ R-integrierbar sind.
Seien m := min; f, M := max; f (das Minimum und Maximum werden nach dem
Maximumsatz 8.13 angenommen). Dann gilt

m o= [mo= [ro< [mp=m [o

Also existiert ein s € [m,M] mit s f; ¢ = [f; f¢. Nach dem Zwischenwertsatz existiert
ein & € I mit f(§) = s. O
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Satz 10.16 (Dreiecksungleichung fiir Integrale). Sei f : I — R integrierbar. Dann is die
Funktion | f| auch integrierbar, und es gilt

1= [

Beweis. Aus der umgekehrten Dreiecksungleichung folgt dass fiir jede Teilmenge I’ C I
stets oscy/|f| < oscp f gilt. Es folgt dass fiir jede Zerlegung 3 von I stets A(|f],3) <
A(f, 3) gilt. Also ist |f] integrierbar. Die Dreiecksungleichung fiir Integrale folgt an-
schlieflend aus der Ordnungserhaltung (Lemma 10.14):

if1f=fl(if)SfI|fl- m

Bemerkung. Der gleiche Beweis zeigt dass wenn f eine R-integrierbare Funktion ist und
¢ eine Lipschitzfunktion, dann ist die Verkettung ¢ o f auch R-integrierbar.

Man kann sogar zeigen dass ¢ o f fiir jede stetige Funktion ¢ R-integrierbar ist.
Dies folgt aus der Charakterisierung R-integrierbarer Funktionen die in der Maf3theo-
rie (Analysis 3) gezeigt wird: f ist genau dann R-integrierbar wenn die Menge {x |
f in x nicht stetig} eine Lebesgue-Nullmenge ist.

Dasiist aber letzlich nicht so wichtig, weil das allgemeinere Lebesgue-Integral besse-
re Eigenschaften in Bezug auf Verkettung und Grenzwerte hat als das Riemann-Integral.

10.1 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz 10.17 (Hauptsatz fiir Riemannintegrale). Sei f : [a,b] — R stetig. Fiir x € [a, b]
sei

F(x) := fx f(Hdt.
a
Dann gelten folgende Aussagen.
(i) Die Funktion F ist auf[a, b] stetig, auf (a, b) differenzierbar, und F' = f.
(ii) Fiir jede stetige Funktion G : [a,b] - R mit G’ = f auf(a,b) gilt F = G — G(a).

Beweis. (i) Fiir x € [a,b)und 0 < h < b — x gilt

x+h x x+h
Pt =P = o = | [ foxy= [ foxy= [ s Lemmarog

x+h x+h
= |f f)dy —f f(x)dy| Lemma 10.10
x+h
=| f (fO) = f(x)dy| Satz 10.13
x+h
< f If(y) = f(x)|dy Satz 10.13
<h sup |f(y)—f(x)] Lemma 10.7
X<y<x+h
€ o(h),

da f stetig ist. Die Abschitzung fiir negative h geht dhnlich. Damit ist F auf (a, b) diffe-
renzierbar und auf [a, b] stetig.

(ii))DaG' = f = F', ist (F — G)' = 0. Nach Korollar 9.21 ist F — G eine konstante
Funktion. Die Behauptung folgt weil F(a) = 0 ist. O
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Definition 10.18 (Stammfunktion). Sei I C R ein offenes Intervall und f,F : I - R.
Die Funktion F heif3t Stammfunktion von f falls F differenzierbar ist und F' = f gilt. In
diesem Fall schreibt man auch

f f=F.

Die Stammfunktion ist nicht eindeutig bestimmt, da die Ableitung sich bei der Ad-
dition einer Konstante nicht &ndert. Die Notation f* f = F miisste also formal ,F € [ f*
lauten, also F ist Element der Menge der Stammfunktionen von f.

Es ist bequem fiir reelle Zahlen a < b

fbaf(x)dx = —Lbf(x)dx

zu definieren. Mit dieser Notation kann man den Hauptsatz fiir Riemannintegrale (Satz 10.17)
wie folgt formulieren: Sei I C R ein offenes Intervall und a € I. Dann ist fiir jede stetige
Funktion f : I — R die Funktion F(x) := j;lx f eine Stammfunktion, und jede weitere
Stammfunktion ist von der Form F + c. Weitehin gilt fiir jede Stammfunktion G von f

stets

b
f f=Gb)-G(a) =: G(x)|3=q-

Hier sind einige Beispiele von Stammfunktionen. Sie sollten die Korrektheit dieser
Tabelle inzwischen nachweisen konnen.

J(x) J f(x)dx
xta#-1  x¥*Ya+1)
1/x In x
e* a#0 e*/a
CcoS X sin x
sin x —Cos X
1/(cos x)? tan x = ——~
. %8s x
1/(sinx)? —cotx=—-—
sin X
1/4/1 — x2 arcsin x
1/(1 + x?) arctan x

[22: 2021-02-01]
[23:2021-02-03]

10.2 Integrationsmethoden

Eine Stammfunktion zu finden ist in der Regel schwieriger als eine Funktion abzulei-
ten. Das liegt daran dass es keine Rechenregeln fiir Integrale von z.B. Produkten oder
Verkettungen gibt. Dennoch kann man aus den Rechenregeln fiir Ableitungen entspre-
chende Rechenregeln fiir Integrale gewinnen.

10.2.1 Substitution

Satz 10.19 (Substitutionsformel). Seien g stetig differenzierbar auf[a, b] und f stetig auf
g([a, b]). Dann gilt

b g(b)
f f(g()g (x)dx = f Fodt. (104)
a g(a)
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Beweis. Nach dem Zwischenwertsatz ist I : = g([a, b]) ein Intervall, und nach dem Satz
vom Maximum ist dieses Intervall kompakt. Indem wir f konstant iiber die Grenzen
von I hinaus fortsetzen, konnen wir annehmen dass f auf R definiert und stetig ist. Sei
F eine Stammfunktion von f auf R, d.h., F' = f.

Mit der Kettenregel bekommen wir

(Fog) =(fog)-g

auf dem Intervall (a, b). Aus dem Hauptsatz fiir Riemannintegrale (Satz 10.17) mit G =
F o g folgt dass

g(b)

b
f F(g()g ()dx = (F o g)(b) = (F o g)(a) = F(g(b)) — F(g(a)) = f o o
a g(a

Man sagt auch dass (10.4) den Variablenwechsel oder Substitution t = g(x) aus-
driickt.

Lemma 10.20 (Flicheninhalt des Kreises).

1
f V1 -—t2dt = /4.
0

Beweis. Wir verwenden die Substitution ¢ = sin x mit x € [—7/2, /2], also die Formel
(10.4) mit g(x) = sinx,a =0,b = 7/2, f(t) = V1 — t2. Wir bekommen

1 sin(77/2)
f V1 -—rt2dt = / f()dt
0 S

in(0)
/2

- [ st o
0
/2
= / V1 — (sin x)2 cos(x)dx
0

/2
= / (cos(x))?dx.
0

Es gibt nun mehrere Moglichkeiten dieses Integral zu berechnen. Eine davon benutzt
die Subsitution x = 7/2 — y:

/2 0 /2
/ (cosx)?dx = f (cos(7/2 — y))*(=1)dy = f (sin x)2dx.
0 /2 0
Damit ist
/2 /2 /2
2 f (cos(x))?dx = / (cos x)?dx + / (sin x)?dx
0 0 0

/2 7T/2
= f ((cos x)? + (sin x)?)dx = f ldx =n/2. O
0 0

10.2.2 Partielle Integration

Notation 10.21. Fiir eine kompaktes Intervall I C R schreiben wir C™(I) fiir die Menge
der Funktionen f sodass stetige Funktionen f, ..., f, € C(I) mit fy = fund f' = fj
auf I° existieren. In anderen Worten, C"™(I) besteht aus denjenigen Funktionen in C"™(I°)
deren Ableitungen f©, ..., fU™ stetige Fortsetzungen aufI besitzen.
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Satz 10.22 (Partielle Integration). Seien f,g € C!([a,b]). Dann gilt

b b
| e o = r10) - st@peta) - [ g
Beweis. Folgt aus der Produktregel

%(f (0)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)
und dem Hauptsatz (Satz 10.17). O

Mit Hilfe von Stammfunktionen kann die Regel fiir partielle Integration wie folgt

formuliert werden:
ffg'=fg—ff’g.

Wir betrachten kurz nur zwei der vielen Beispiele von Stammfunktionen die mit Hilfe
von partieller Integration gefunden werden konnen.

Beispiel. Sei f(x) = x, g(x) = e*. Dann bekommen wir

fxexdx = xe* — f 1-e*dx = xe* — e*.

Dieses Beispiel fuktioniert weil f’ einfacher ist als f.

Beispiel. Sei f(x) = arcsin x, g(x) = x. Dann
f arcsin(x)dx = x arcsin x — / x arcsin’ (x)dx,
Mit dem Variablenwechsel t = 1 — x2, dt/dx = —2x, bekommen wir

/ 1
x arcsin (x)dx = fx dx =—-= / —dt = =—V1-—x2
/ V1-—x2

Also ist

f arcsin(x)dx = xarcsinx + V1 — x2.

Ein weiteres Beispiel fiir partielle Integration ist der Fehlerschranke fiir die Trapez-
regel. Die Trapezregel ist eines der einfachsten numerischen Integrationsverfahren; sie
ist also eine (sehr kleine) Vorschau auf die Numerik-Vorlesung.

Lemma 10.23 (Trapezregel). Sei f € C?([a, b]). Dann gilt
b b 14
/ f(x)dx — w(b —a)= / (x_a)zﬂf”(x)dx = —(b— a)3f1(2§)

mit einem & € (a,b).

Korollar 10.24. Sei f € C*([a,b]) und n € N,. Dann gilt

b n-1
() b— (b) b— (b_ )3 " -
1fa f(x)dx—(fTa+vZ=:1f(a+v —a) SOV oo oD

Beweis. Mit Lemma 10.10 spalten wir das Integral wie folgt auf:

a+v(a-b)/n

f f(x)dx = Z F(x)dx.

a+(v-1)(a—b)/n

Auf jedem Teilintervall benutzen wir Lemma 10.23 und summieren die erhaltenen Ap-
proximationen und Fehlerschranken. O
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Beweis der Trapezregel, Lemma 10.23. Fiir ¢(x) := (x—a)(b—x)/2gilt¢’ = (b—x)/2—
(x —a)/2,¢" = —1. Nach zweimaliger partieller Integration erhalten wir

[1==[#s=-p1+ [or=-pr+er-[es

Einsetzen der Integrationsgrenzen liefert

ff gL+ B8 - f¢f"= [@ 27O g - quf"

Der Mittelwertsatz fiir Integrale (Korollar 10.15) liefert schlief3lich

a)3

f of" = () f =18

fiir ein & € (a, b); die letzte Gleichheit sieht man mit dem Variablenwechsel x = t(b —
a) + a:

b 1 !
[ | t(b—a)'(l—t)(b—a)'(b—a)dt=(b_a)3/(t—tz)df
a 0

(b-a)*
12

(b _ (- a)3

O

0’ ——— (22 -3/3)|}=o = (1/2-1/3) =

10.2.3 Partialbruchzerlegung

Als Néchstes zeigen wir wie rationale Funktionen, d.h., Quotiente von Polynomen, inte-
griert werden kdnnen. Wir beginnen mit einem Beispiel in dem alle Schritte auftauchen
die im Allgemeinen notig sind:

x2 1 1
fxz—ldx f1+x2_1dx—f1+mdx

-1/2  1/2 1 1
_f1+x+1 ) x—x—zln(x+1)+§1n(x—1), x>1

Um eine dhnliche Zerlegung fiir allgemeine rationale Funktionen zu finden muss
man zuerst den Nenner als Produkt linearer Faktoren schreiben. Das ist zwar immer
moglich (nach dem Fundamentalsatz der Algebra, der mit Hilfe Komplexer Analysis
gezeigt wird), aber nicht immer einfach. Wir nehmen aber an dass uns eine solche Zer-
legung schon bekannt ist. Dann ldsst sich der Bruch wie folgt zerlegen.

Satz 10.25 (Partialbruchzerlegung). Seien p,q Polynome mit komplexen Koeffizienten
mit deg p < degq und q(z) = H?zl(z — z;)™ mit paarweise verschiedenen z;’s. Dann

existiert eine Zerlegung
n mj

(2)
BB ks

@ ZHE(
Der Beweis zeigt auch wie man die Zerlegung findet.

Beweis. Wir benutzen Induktion iiber n. Der Induktionsanfang ist n = 0, in diesem Fall
besagt die Annahme an Grad von p dass p = 0 ist.

Die Behauptung sei fiir ein n bekannt, wir wollen sie mit n+1 an Stelle von n zeigen.
Wir benutzen nun Induktion iiber m,, . Im Fall m, ,; = 0 benutzen wir die Aussage
mit n Nullstellen. Die Aussage sei nun fiir ein m,,; bekannt, und wir wollen sie mit
m, .1 + 1 an Stelle von m,, . ; zeigen, also fiir

=TT 5" e eryor ™

j=1

89



Setze dafiir

Antl,mp g+l - = n P(Zn+1) "
Hj:1(zn+1 _Zj) ]
Dann gilt
(z—z)"
P T e e
n+1,mpq _ j 1\#n Jj
q(z) (2= zpyy) et q(z)

Der Zihler ist ein Polynom dasin z = z,,; verschwindet, und aus der Linearen Algebra
wissen Sie dass man es deshalb faktorisieren kann:

n )
Hj:l(z - Zj)mj
n "

szl(zn+1 - Zj) J

mit deg p = deg p — 1. Damit bekommen wir

p(z) - = (2 = 2p41)D(2)

PE) G _ (2=20)B@) _ B2)
4@) " @ zgp)y a@) -z
Auf diese rationale Funktion kann man die Induktionshypothese anwenden. O

10.3 Vertauschung von Grenzwert und Integral

In diesem Abschnitt geben wir eine hinreichende Bedingung fiir die Gleichheit
b

b
lim / fu(x)dx = / lim f,(x)dx. (10.5)

Beispiel. Sei f,(x) := max(n— n?|x —1/n|,0) (der Graph dieser Funktion ist ein Dreick
mit Breite 2/n und Hohe n). Dann gilt f,, - 0 punktweise, aber

2
/ fu(x)dx = 1-A0.
0

Wir sehen also dass punktweise Konvergenz nicht ausreicht um (10.5) zu garantie-
ren.

Satz 10.26. Sei [a,b] C R ein Intervall und (f,), eine Folge Riemann-integrierbarer
Funktionen f, : [a,b] — R. Man nehme an dass die Funktionen f, gleichmdfig gegen
eine Funktion f : [a,b] — R konvergieren. Dann ist die Funktion f auch Riemann-
integrierbar und es gilt

b b
/ f(x)dx = lim/ fn(x)dx. (10.6)

Beweis. Fiir jede Zerlegung 3 = (¢t < ... < tj) von [a, b] und jedes n gilt

A(f,3) = Z(t — 1) osc f<Z(t —t;2)QISf = fullo + 05 f)

J 1s J [] 1> J]
=2(b = A|If = falleo + Alfns 3)-

Um zu sehen dass f R-integrierbar ist wihlen wir fiir ein € > 0 zuerst n so grof, dass
2(b = a)||f = full < €/2 und dann 3 so fein, dass A(f,;, 3) < €/2. Wir erhalten damit

A(f,3) <e.
Schliefllich gilt nach der Dreiecksungleichung fiir Integrale

|fabf—fabfn|sfab|f—fn|s(b—a)nf—fnnw

und da die rechte Seite fiir n — oo gegen 0 konvergiert, folgt (10.6). O
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Lemma 10.27 (Logarithmusreihe). Fiir x € (—1,1) gilt

®  1yk—1
log(1+x) =) ( 1; xk.
k=1

Beweis. Dalog(1 + t) die Stammfunktion von 1/(1 + t) ist, folgt aus der Formel fiir die
geometrisce Reihe

X X o0
_ x 1 4= —k
10g(1+x)—10g(1+t)|t=0—/(; Tl = i kz::O( tHkdte.

Die Reihe Z:’(—r)k konvergiert gleichméflig auf [—|x|, |x|], sodass wir Satz (10.5) an-
wenden konnen. Es folgt

© —(—t)k+1 X © _(_x)k+1

_oo x_k B —(=tF! _ —_oo(_x)k
log(1+x)—kz=30/0.(t)dt—z k+1 ~t=0_z=: k+1 _Z k- -

k=0

[23: 2021-02-03]
[24: 2021-02-08]

10.4 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir Integrale beschrinkter Funktionen auf kompakten Intervallen defi-
niert. Nun entfernen wir diese Einschrinkungen teilweise.

Definition 10.28 (uneigentliches Integral). Seien a < ¢ < bin Rund f : (a,b) —
R eine Funktion die auf jedem kompakten Teilintervall Riemann-integrierbar ist. Dann
definieren wir

b c b
f f(x)dx := ahrél+ f f(x)dx + 51111? f(x)dx,

C

falls beide Grenzwerte in R existieren.

Da Integrale auf Teilintervalle aufgeteilt werden konnen (Lemma 10.10), hingt diese
Definition nicht von der Wahl von c ab.

Wenn auflerdem a > —oo und f auf [a, c] Riemann-integrierbar ist (und insbeson-
dere durch M beschrinkt), dann folgt aus dem gleichen Lemma und der Dreiecksun-
gleichung fiir Integrale

( f f(x)dx — f f(x)dx| = | f f(x)dx| <(@a-aM,

sodass

b b

b c
f f(x)dx = f fOodx + Blirgl f(x)dx = Blim f(x)dx.

C a

Eine analoge Vereinfachung ist an der rechten Integrationsgrenze ¢ moglich, und wir
sehen dass das uneigentliche Integral mit dem bestimmten Riemann-Integral {iberein-
stimmt falls [a, b] kompakt und f auf [a, b] Riemann-integrierbar ist.

Beispiel. Seis > 1. Dann gilt

o0 R —s+1 R —s+1 _
/ d—leimfi—leimx |—lirnR 1__1 (10.7)
1

xS R- 1 R—)oo—S+11_R—>oo —s+1 s—1
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Beispiel. Sei s > —1. Dann gilt

1 1

f x%dx = lim x%dx = lim
0

s+1 1 1_€s+1 1
) im = .
=0 J. e-0S+1le es0 s+1 s+1

(10.8)

Die nichste Aussage ist analog zum Majorantenkriterium fiir Reihen.

Proposition 10.29 (Majorantenkriterium fiir Integrale). Seien a,b € R mita < b. Seien
f.g : (a,b) > R integrierbar auf jedem kompakten Teilintervall mit |f| < g. Wenn das
uneigentliche Integral fab g(x)dx existiert, dann existiert auch das uneigentliche Integral

S2 f(x)dx.

Beweis. Seia < c < b.Fiirb',b” € (c,b) gilt

b’ b" b
|l f(X)dx—/c f(x)dx| = |fb/ f(x)dx|
b//

bl/ b/
< ‘f g(x)dx‘ = |f g(x)dx—f g(x)dx). (10.9)
b’ c c

Analog dazu, wie Konvergenz von Folgen in vollstindigen Rdumen durch die Cauchy-
Eigenschaft charakterisiert wird, kann auch Konvergenz von Funktionen auf metri-
schen Rdumen charakterisiert werden: wenn X, Y metrische Rdume sind, Y vollstindig,
A C X,und a € A, dann existiert lim, ., vea f(x) genau dann, wenn gilt

(Ve > 0)(36 > 0)(Vx,x" € Bs(a) nA)d(f(x"), f(x")) <. (10.10)

Wir verzichten auf vertiefte Diskussion dieser Aquivalenz weil sie einerseits genauso
gezeigt wird wie im Fall von Folgen, sodass kein grofier Erkenntnisgewinn entsteht, und
andererseits nur ein Speziallfall der allgemeineren Theorie von Filtern oder Netzen ist
die in Topologie behandelt wird.

Wenn wir die Eigenschaft (10.10) mit ,,f ist Cauchy in a“ bezeichnen, dann zeigt

(10.9) dass aus ,,b" = [, 4 g(x)dx ist Cauchy in b“ stets ,,b" = [, 4 f(x)dx ist Cauchy in
b* folgt. O

Als Beispiel fiir den Umgang mit uneigentlichen Integralen besprechen wir kurz
einige Eigenschaften der I'-Funktion, die die Fakultit auf nicht-ganzzahlige Argumente
verallgemeinert. Diese Funktion wird in der komplexen Analysis tiefer untersucht.

Definition 10.30. Fiir x > 0 sei
I'(x) := f t*~le~tdr.
0

Die Konvergenz des uneigentlichen Integrals das I definiert folgt aus dem Majoran-
tenkriterium und den Beispielen (10.7) und (10.8), weil

1 t<1,
tx—le—t <

LY (X + DY), > 1.

Weiterhin gilt

© R
ra) = f e~tdt = lim e~tdt = lim (—e )| = lim (—e R +¢70) =1.
0 —00 0 R-> R-oo
Fiir jedes x > 0 bekommen wir weiterhin mit Hilfe von partieller Integration

R R
I'(x+1)= lim t¥e~tdt = lim t¥(—e DR, —f xt* N (—eH)dt
R—- 0 R—o0 0

R
= I%im (—R*e R +0) + x/ t*~le~tdt = xI'(x).
— 00 0
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Per Induktion folgt nun dass fiir n € N stets n! = I'(n + 1) gilt.
Als Nichstes zeigen wir die logarithmische Konvexitdt von I'. Wir nehmen die Un-
tersuchung von I' zum Anlass um eine extrem niitzliche Umgleichung zu zeigen.

Lemma 10.31 (Holderungleichung fiir Summen). Seien,,...,4; € (0, 1] mit Z;Zl A=
1. Fiir jedes j sei (xj,n)l,:r:l eine endliche Folge in R. Dann gilt

Der Spezialfall J = 2,1, = 4, = 1/2 ist die Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Sum-
men, Lemma 5.4.

Beweis. ObdA X; := Zle Xjn # 0 (sonst verschwinden beide Seiten). Sei %;, =

xj n/Xj, dann folgt aus der Konkavitit des Logarithmus (Blatt 11, Aufgabe 5)

N T N N
ZH’ZJJnS Z Z/E%n= Z’lj—l
n=1 j=1 n=1j=1 n=1
A;
Multiplizieren dieser Ungleichung mit H§=1 X; ' ergibt die Behauptung. O

Proposition 10.32 (Holderungleichung fiir Integrale). Seien 4; wie in Lemma 10.31,
I C R ein kompaktes Intervall und fi, ..., f; : I = Ry stetige Funktionen. Dann gilt

J

J
T8 <TI0
I j=1 j 1

i1

Bemerkung. Nach einem weiteren Grenziibergang bekommt man die gleiche Aussage
auch fiir uneigentliche Integrale.

Beweis. Sei 3 = (ty < --+ < tg) eine Zerlegung von I und E eine Wahl von Zwischen-
punkten fiir 3. Fiir die Riemannschen Summen folgt aus Lemma 10.31

k j=1

J J J
ST 5736 = Dt — e TT &Y = 3 TT e - e (&Y
j=1 k j=1

4o .
< TT(X 0 - ten5@0) " = TTSG 3.9V

J
j=1 k Jj=1

Da die Zerlegung so gewdhlt werden kann dass diese Summen die jeweiligen Integrale
beliebig gut approximieren, folgt die Ungleichung fiir Integrale. O
Korollar 10.33. Die Funktion x — InT'(x) ist auf R, konvex.
Beweis. Seien x,y € R, und 1 € (0, 1). Dann folgt aus der Holder-Ungleichung

R R

T(x+(1=Ay) = lim | AHA=Dylemtde = lim | (7 Tem !y (¥ le ) dt

R R
< lim (f tx‘le‘tdt)l(f ty‘le‘tdt)l_/1 = )T ()%

Die Gehauptung folgt wenn man auf beide Seiten dieser Ungleichung den Logarithmus
anwendet. O
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Der Satz von Bohr-Mollerup (den wir nicht zeigen werden) besagt dass I die einzige
log-konvexe Funktion auf R,y mit I'(1) = 1 und I'(x + 1) = xI'(x) ist.

Eine weitere interessante Anwendung der Holder-Ungleichung ist die Tatsache dass
p-Normen Normen sind. Fiir v = (vy, ..., Uy) € RN und p € (0, 00) definiere

N 1/p
lollp == (X lulP)
j=1

Lemma 10.34 (Minkowski-Ungleichung fiir Summen). Fiir1 < p < co und v,w € RN
gilt
v+ wllp < [jvllp + llwllp-

Beweis. Die Holder-Ungleichung mit 4, = (p — 1)/p und 4, = 1/p liefert

p _
v+ wlp = X ly + wlPy + w
]
< 20y wy Pyl + 2l + wy P
J

J
(p-1)/ 1/ (p-1)/ 1/
<l +wP) P ly) T+ Oy +wyl) T (Swy) P
J J J

J
p-1 p-1
= v+ wllp vllp + v+ wllp “[lwllp-

Wenn ||v + w||, # 0, dann kann man kiirzen, und ansonsten ist die behauptete Unglei-
chung trivial erfiillt. O

Der gleiche Beweis funktioniert auch fiir Riemann-Integrale (und spiter, allgemei-
ner, Lebesgue-Integrale): fiir stetige Funktionen f, g auf einem kompakten Intervall I

) (fir+ap)™ = (fue)” +( fier)"

[24: 2021-02-08]
[25: 2021-02-10]

11 Gewdhnliche Differentialgleichungen

Ein wichtiges Ziel der Analysis ist das Losen von Differentialgleichungen.
Der Hauptsatz der Integralrechnung kann als Losung des Anfangswertproblems

YO oy, g = o, a1

wobei h : [0,T] — R gegeben und stetig, und f : [0,T] — R differenzierbar und
unbekannt, aufgefasst werden. Das bestimmte Integral

f(t) = f° +/ h(s)ds
0

ist nach Satz 10.17 ndmlich eine Lésung von (11.1).
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11.1 Existenz von Losungen von Anfangswertproblemen

Nicht jede Differentialgleichung besitzt eine Losung. Es gibt z.B. keine Funktion f mit
f'(t) = sign(t). In diesem Abschnitt zeigen wir ein recht allgemeines Existenzkriterium
fiir Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen.

Datfiir konstruieren wir approximative Losungen und zeigen dass sie zu einer echten
Losung konvergieren. Zuerst entwickeln wir ein Werkzeug zur Findung konvergenter
Funktionenfolgen.

Definition 11.1. Seien X, Y metrische Rdume und a € X. Eine Menge ¥ von Funktionen
f + X = Y heifit gleichgradig stetig in a falls

(Ve > 0)(36 > 0)(Vf € F,x € Bs(a)d(f(x), f(a)) <e.
Die Menge F heif3t gleichgradig stetig falls sie in jedem a € X gleichgradig stetig ist.

Der Unterschied zur Definition von Stetigkeit ist also dass das gleiche ¢ fiir alle f
funktioniert.

Satz 11.2 (Arzela-Ascoli auf kompakten Riumen). Seien X, Y kompakte metrische Riu-
meund F C C(X,Y) eine gleichgradig stetige Menge. Dann ist & mit der Supremumsme-
trik total beschrdnkt.

Beweis. Seie > OundseiY, C Y eine endliche e-dichte Teilmenge (d.h.,Y = Uyey_Bc(y)).
Fiir jedes x € X sei §(x) > 0 wie in der Definition der gleichgradigen Stetigkeit. Dann
ist X = UyexBs(x)(x) eine offene Uberdeckung, und da X kompakt ist existiert eine
endliche Teilmenge X, C X mit X = Ugex_Bs(q)(a)- Es folgt dass

F= U % %:i={f€F|supd(f(a)g@)<e.
g:X—Y: aeX,

Fiir eine feste Funktion g : X, — Y, Funktionen f, f* € #,, und x € X sei a € X, so,
dass d(x, a) < 6(a). Dann gilt

d(f(x), f'(x)) < d(f(x), f(@)) + d(f(a), g(@)) + d(g(a), (@) + d(f'(a), f'(x)) < 4e.

Also haben wir & durch endlich viele Mengen F, von Durchmesser

diam7; 1= sup d(f,f)= sup supd(f(x), [ (x)) <4e
f.f'edy f.f'eFg xeX

iiberdeckt. Da ¢ beliebig war, ist & total beschrankt. O

Satz 11.3 (Peano-Existenzsatz). Sei f© € Rund g : [0,T] X B.(f®) — R eine stetige
Funktion. Dann existiert ein T' € (0, T| sodass das Anfangswertproblem

f1(t) =g(t, f@)),  f(0) = f° (11.2)
eine Losung f € C1([0, T']) besitzt.

Beweis. Nach dem Maximumsatz (Satz 8.13) ist g beschrinkt. Sei M > 0 eine obere
Schranke fiir g. Definiere T’ := min(T,r/M). Wir konnen T verkleinern und anneh-
men dass T = T'. Die Verkleinerung des Zeitintervalls ist notig damit f(¢) im Definiti-
onsbereich von h bleibt.

Wir benutzen das Euler-Verfahren um approximative Losungen der Gleichung (11.2)
zu konstruieren. Fiir einen reellen Parameter h > 0 konstruieren wir f;, beginnend
mit f,(0) := f° Firn € Nund x € (nh,(n + 1)h] N [0, T] sei rekursiv f,(x) :=
fn(nh) + (x — nh)g(nh, f,(nh)). Da g durch M beschrénkt ist, ist f;, Lipschitz-stetig mit
Konstante M. Insbesondere gilt | f,(t) — f,(0)| < Mt, sodass g(nh, f,(nh)) in der obigen
Konstruktion Sinn macht.
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Die Funktionenmenge {fj, | h > 0} ist gleichgradig stetig (man wéhle § = ¢/M in
der Definition der gleichgradigen Stetigkeit). Insbesondere besitzt die Folge (f;/1)men
eine Cauchy-Teilfolge im Funktionenraum C([0, T], B,(f°)). Dieser Funktionenraum
ist nach Satz 7.20 vollstidndig, sodass diese Teilfolge zu einem Grenzwert f € C([0, T])
konvergiert.

Wir werden zeigen dass f die Gleichung (11.2) erfiillt. Ein Problem dabei ist dass
wir nicht einmal wissen ob f differenzierbar ist. Deshalb ist es niitzlich die Gleichung
(11.2) mit Hilfe des Fundamentalsatzes der Integralrechnung in die dquivalente Form

t
f©O = O+ f g(s. f(s))ds (11.3)
0

zu bringen. Diese Integralgleichung hat den Vorteil dass wir nur wissen miissen dass f
stetig ist um beide Seiten zu definieren.

Fiir die approximativen Losungen verwenden wir die entsprechende Integraldar-
stellung

f® =10+ 3] g(nh, fy(nh))ds. (11.4)

neN Y[0,tn[nh,(n+1)h]
Da die Funktion g auf einer kompakten Menge definiert ist, ist sie nach Satz 8.15
gleichmif3ig stetig. Fiir jedes € > 0 existiert also ein & € (0, €) mit

(Is=5§|<dA|x—Xx"|<8) = |g(s,x)—g(s',x")| <e.
Sei aufierdem h € (0, §) mit
If = fullo + Mh < 6.

Indem wir die Integraldarstellung (11.4) der entsprechenden approximativen Losung
fn einsetzen, bekommen wir

t
=17 = [ st s
0

<1F@®) = O] + 170 = 0] +] f g(s. f(s)ds — Y g(nh, fy(nh))ds]
0

neN Y[0,t]n[nh,(n+1)h]

<If = falw +0+ )] (8(s, f(s)) — g(nh,fh(nh)))dS)- (11.5)

neN v[o,t]n[nh,(nﬂ)h]
Nach der Wahl von h gilt fiir alle s € [0,¢] N [nh, (n + 1)h] stets |[s — nh| < h < § und

1f(8) = fu(n)] < 1 (8) = fu(S)] + 1 fu(8) = fu(n)| < If = fullo + MR < 6.

Nach der Wahl von 6 bekommen wir |g(s, f(s)) — g(nh, f,(nh))| < €. Die Dreiecksun-
gleichung fiir Integrale liefert nun

(115) <e+ Z f eds = e(1 + ¢).
neN Y[0,t)n[nh,(n+1)h)
Da e > 0 beliebig war, bekommen wir die Integralgleichung (11.3). O

Unter den Voraussetzungen von Satz 11.3 muss die Losung nicht eindeutig sein. Ein
typisches Beispiel ist g(t, x) = 2\/} das Anfangswertproblem

fl©)=24/f@®), t>0, f(0)=0

hat die Losungen f(t) = 0 und f(¢) = 2. In Analysis 2 werden Sie sehen unter welchen
Voraussetzungen das Anfangswertproblem (11.2) eine eindeutige Losung besitzt, was
bei der Beschreibung physikalischer Systeme wiinschenswert ist.

Das oben beschriebene Euler-Verfahren fiir die Konstruktion approximativer Lo-
sungen ist von geringer praktischer Relevanz, mit zusdtzlichen Einschrinkungen an
die Funktion g lassen sich viel bessere Verfahren finden. Dafiir verweise ich auf die
Numerik-Vorlesungen.
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11.2 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Literatur: Konigsberger, Kapitel 13.

Die Losungen der meisten Differentialgleichungen kénnen nicht in Termen ein-
facherer Operationen, wie z.B. Integration, geschrieben werden. In diesem Abschnitt
stelle ich eine Klasse von Differentialgleichungen vor fiir die eine solche Darstellung
existiert.

Satz 11.4. Seien I,J C R offene Intervalle, g : I — R, h : J — R stetige Funktionen, und
t% € I, f° € J. Dann besitzt das Anfangswertproblem

f/(®) =gOh(f(), f@t°)=f° (11.6)

eine Losung in einer Umgebung I' von t°, also eine Funktion f € CY(I') fiir die auf dem
gesamten Definitionsbereich (11.6) erfiillt.

»Formal gesehen® (so bezeichnet man in der Analysis algebraische Manipulationen
die durchgefiihrt werden ohne Konvergenz nachzuweisen) funktioniert die Losung so:
die Gleichung (11.6) lasst sich schreiben als

f( t
T son) = s —goar = [

dy _
WD o Hp Lg(g)dg'

Damit haben wir schon mal einen Kandidaten fiir eine Losung, miissen aber noch iiber-
priifen dass wir tatsdchlich so eine Losung definieren konnen.

Beweis. Wenn h(f°) = 0, dann ist f = f° eine Losung. Wir kénnen also h(f°) # 0
annehmen, und in diesem Fall J so verkleinern, dass h nirgendwo auf J verschwindet.

Sei nun
S

t
dn
= dé, = —
0w i= [ wons. = | 5

Die Funktionen G, H sind nach dem Hauptsatz der Differentialrechnung differentier-
bar. Da h den Wert 0 nicht annimmt, ist # nach dem Zwischenwertsatz entweder iiberall
strikt positiv oder iiberall strikt negativ. In beiden Fillen ist H strikt monoton, und be-
sitzt Korollar 9.14 eine differenzierbare Umkehrfunktion.

Wir behaupten dass f(t) := H~!(G(t)) eine Lésung von (11.6) ist. Der Anfangswert
ist f(t°) = H™Y(G(t°) = H~1(0) = f°. Die Differentialgleichung lisst sich mit der
Kettenregel iiberpriifen:

LN O
HHE-1GW) ~ h(f©)

Beispiel (Logistisches Wachstum). Die Gleichung f'(t) = f(t)(1— f(¢t)) modelliert einen
Wachstumsprozess mit begrenzten Ressourcen. Sei t® = 0 und f° € (0,1). Wenn wir
im Beweis des Satzes 11.4 die Funktionen g(¢) = 1 und h(n) = n(1 — 7) einsetzen,
bekommen wir mit Partialbruchzerlegung

_ _ (4 _ (1, 1
GO =t H(S)_./fon(l_n) /fo(n—i-l_’?)dn

f®=HDGHGE® = O

fO
= ]nn — ln(l —7'))|f7=f0 = —ln(l/s — 1) —In m,
o B o 1=p° B 1
—In(1/f()-1)=In ; o = Gity=t, 1/ft)-1=e"" o f®)= i . 1}£0e_t'
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