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1. Uberblick

Hauptthema dieses Textes ist die mehrdimensionale Differentialrechnung. Ebenso wie Teil
I cinerseits zur genaueren Information der Ubungsleiter und andererseits als roter Faden
fiir die Studierenden des WS 99/00 gedacht war, so soll dieser Text die Vorlesung des SS
unterstiitzen.

Zunachst werden Hauptsitze iiber stetige Abbildungen wiederholt und die gleichmafiige
Konvergenz besprochen: dabei wird die Dimensionsunabhéngigkeit der Argumentation
hervorgehoben. Ebenfalls wiederholt wird Integral- und Differentialrechnung der Kur-
ven im euklidischen Raum R?. Ausgebaut wird diese Kurventheorie mit der Behandlung
gewohnlicher Differentialgleichungen. Dabei spielt die Veranschaulichung von Abbildungen
R? — R? als Vektorfelder eine wichtige Rolle. Es folgt der zentrale Begriff der mehrdi-
mensionalen Differenzierbarkeit und dessen Beziehung zu eindimensionalen “partiellen”
Ableitungen. Natiirlich braucht man wieder Differentiationsregeln, auch ein Schranken-
satz gilt. Extremwertbestimmungen bei mehrdimensionalen Funktionen sind naheliegende
Verallgemeinerungen der eindimensionalen Situation. Ein mehrdimensionaler Satz mit
weitreichenden Konsequenzen verallgemeinert das Losen von Linearen Gleichungssystemen
auf nichtlineare Abbildungen (Umkehrsatz und Satz {iber implizit definierte Funktionen).
An mehreren Stellen konnen die Voraussetzungen mit reeller Differenzierbarkeit oder mit
komplexer Differenzierbarkeit formuliert werden; die Gegeniiberstellung bietet Gelegenheit
zur Wiederholung von Argumenten, aber sie bietet auch Hilfen fiir die Anschauung beim
Ubergang von einer zu mehreren Dimensionen.

2. Vektorraume und Stetigkeit.

Die Léange oder die Norm von Elementen eines Vektorraums V' wird durch eine Abbildung
| . | 'V — R+

beschrieben, die folgende Axiome erfillt:

1.) “positiv definit”: 0 < |v|] und 0= |v|= v =0.
2.) “homogen”: |r-v|=|r|-|jv|] (veV,reR).

3.) “Dreiecksungleichung”: |v 4+ w| < |v| + |w].

Manche Normen (“Pythagoras Normen”) kommen von Skalarprodukten, |v| := (v,v)'/2.
Mit Hilfe von Normen werden Absténde definiert:

dv,w) = |v—uw|
= d(v+u,w+u) “translationsinvariant”.

Grundlegende Definitionen aus der 1-dimensionalen Analysis werden mit diesen Abstanden
auf hohere Dimensionen verallgemeinert:



beschrinkt: Eine Teilmenge A C RY heiit beschrinkt, falls es eine “Schranke” S gibt, so
daB fiir alle a € A gilt d(0,a) = |a| < S.

dehnungsbeschriinkt: Eine Abbildung F : A C R? — R® besitzt die “Dehnungsschranke”
oder “Lipschitz Schranke” L, falls gilt z,y € A = |F(y) — F(x)|ge < L - |y — z|ga.

konvergent: Eine Folge {a,} C R heifit “konvergent” gegen a € R? falls {d(a,,a)}nen
eine reelle Nullfolge ist.

stetig, folgenstetig: Eine Funktion F': A C R? — R® heifit bei a € A stetig, falls fiir jede
gegen a konvergente Folge {a,} C A gilt: F(a,,) konvergiert gegen F'(a).

stetig, e-d-stetig: Eine Funktion F : A C R¢ — R® heifit bei a € A stetig, falls gilt:
Zu jeder Fehlerschranke € > 0 gibt es ein § > 0, so daf

x €A, dlx,a) <§=d(F(x),F(a)) <e.

Cauchyfolge: Eine Folge {c,} C R? heiBt Cauchyfolge, falls es eine reelle Nullfolge {r,}
gibt, so daf gilt:
m>n= d(cm,cn) < Ty

(oder: Zu jedem € > 0 gibt es n., so dafl m,n > n. = d(cp, ) < €.)

vollstindig: Eine Teilmenge A C R? heifit “vollstindig”, falls jede Cauchyfolge {a,} C A
einen Grenzwert a € A hat.

Wegen der Vollstindigkeit von R ist auch R? mit der standard Pythagoras-Norm, also
z| = (3h_y xi)l/z, vollstindig.

Die meisten Satze iiber stetige Funktionen sind entweder in der einen oder in der an-
deren Formulierung leicht zu beweisen. Daher ist die Aquivalenz der beiden Stetigkeits-
formulierungen ein grundlegender Satz fiir das Verstandnis von Stetigkeit. Ehe wir dazu
kommen, mufl bemerkt und behandelt werden, daf§ alle Definitionen von der verwendeten
Norm abzuhangen scheinen. Tatsachlich hangen nur die Konstanten in den Definitionen von
den Normen ab, nicht dagegen die Existenz solcher Konstanten. Zur Diskussion benotigen
wir eine weitere

Definition: Eine Norm | |2 : V — Ry dominiert eine Norm | |; : V — Ry, falls es eine
Konstante C' gibt, so daf fiir alle v € V gilt

vt < C - vl

Satz. Falls die dominierende Norm | |2 in obigen Definitionen verwendet wird, so ist
| |1 :V — Ry eine dehnungsbeschrankte Funktion.

Beweis. ||v]; — |w|1|R <l|lv—w <C-|v—wls.
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Satz. Eine beliebige Norm | |; auf V' wird durch eine Pythagoras-Norm |v|s := /(v,v)
dominiert.
Beweis. Wahle zu dem Skalarprodukt eine ON-Basis {e1,- -+, eq} fiir V und schreibe v als

1/2
V=D ,_1%k er. Dann gilt |v|s = (Zi:l(xk)2> . Ferner gilt wegen der Dreiecksunglei-

chung und der Homogenitéat fiir | |4

d d
|U\1=‘Z$k€k‘ SZ\xk|R"€k|1
k=1 !

k=1

und weiter wegen der Schwarzschen Ungleichung

J 1/2 J 1/2
= (Z(wk)2> ‘ (Z(!ekh)Q) = [vl2- C.

k=1 k=1
(Hier wird der rechte Faktor als C' definiert.)

Folgerung. Zwei verschiedene Pythagoras-Normen dominieren sich gegenseitig. Daher
spielt es keine Rolle fiir unsere Begriffe, welches Skalarprodukt wir verwenden.

Wir wiederholen zunéchst zwei Hauptsétze fiir stetige Abbildungen, wobei wir Pythagoras-
Normen zur Definition der Stetigkeit verwenden.

Aquivalenzsatz: Die beiden Stetigkeitsformulierungen sind dquivalent.

Beweis. a) F sei e-d-stetig bei a und {a,, } sei gegen a konvergent. Zu zeigen ist, dal { F'(a,)}
gegen F(a) konvergiert. Zu jedem gegebenen £ > 0 gilt es nach Voraussetzung zuerst § > 0,
so daB = € a, d(z,a) < § = d(F(z),F(a)) < e. Dann gibt es nach Voraussetzung iiber
{an} zu d > 0 ein ns, so daf

n>ng = d(ap,a) <6.

Aus beidem zusammen folgt
n > ns = d(F(ay), F(a)) <e.

Das war die einfache Richtung. Fiir die andere Folgerung benétigen wir einen indirekten
Beweis:

b) F sei folgenstetig bei a, aber nicht e-0-stetig. Das heifit: Zu einem &* > 0 ist weder
0 = %, noch § = i, noch irgendein 6, = 27" klein genug: Zu jedem dieser 9, gibt es
einen Ausreier a,, € A mit d(a,,a) < 6, aber d(F(a,), F(a)) > ¢*. Dann ist {a,} C A
gegen a konvergent, aber {F(a,)} konvergiert nicht gegen F'(a) — im Widerspruch zur

vorausgesetzten Folgenstetigkeit.



Beschrinktheitssatz. A C RY sei vollstindig und beschrinkt; ferner sei die Abbildung
F : A — Re€ stetig. Dann ist F'(A) beschrankt.

Indirekter Beweis mit Quaderhalbierung. F'(A) sei unbeschrankt. Wahle zu dem Skalar-
produkt eine ON-Basis {e1, -+, e4}. Die Beschréanktheit von A bedeutet, dafl es ein Quader
Q1 :={v = ZZ:1 xrer; |xk| < Ik} mit Kanten der Lénge [ parallel zu den Vektoren ey
gibt mit A C @;. Wihle a1 € AN Q1 mit |F(ay)] > 1 — das ist moglich weil 1 keine
Schranke fiir die unbeschrinkte Menge F(a) ist. Betrachte die 2¢ Teilquader von @1, die
durch Halbieren der Kantenldngen von ()1 entstehen. Fiir mindestens einen, genannt ()s, ist
wahr, daf§ F'(ANQ2) nicht beschrankt ist. Wahle as € ANQ2 mit |F(az)| > 2. Konstruiere
durch Wiederholung dieses Schrittes eine Quaderschachtelung @,,, so da} F auf AN Q,,
nicht beschrénkt ist, also a,, € AN Q,, gewdhlt werden kann mit |F'(a,) > n.

Wegen a,, € @, ist {a,} eine Cauchyfolge, die wegen der Vollstandigkeit von A einen
Grenzwert a € A hat. Wegen |F(a,)| > n konvergiert {F(a,)} nicht gegen F(a) — im
Widerspruch zur vorausgesetzten (Folgen-) Stetigkeit.

Damit sind wir so weit, daf§ wir die Unabhéngigkeit der aus dem 1-dimensionalen nach
R? verallgemeinerten Begriffe von der auf R? verwendeten Norm zeigen kénnen. Wir wis-
sen schon, dafl Pythogoras-Normen andere Normen dominieren, wir benotigen noch die
Umkehrung, also den

Satz. Eine beliebige Norm | |; auf R? dominiert eine beliebige Pythogoras-Norm | |, auf
R

Beweis. Die Funktion f = | |; : R? — R, ist stetig beziiglich | | (sogar dehnungs-
beschriinkt). Ferner ist f auf der Einheitssphiire D := {x € R?, |x|] = 1} ungleich 0, weil
die Norm | |; positiv definit ist. Daher ist die Funktion % : D — R, stetig und nach
dem Beschranktheitssatz ist 0 < %(D) < S fiir ein geeignetes S. Damit gilt fiir alle z mit
|x|]2 = 1 auch %(w) < S oder 4|z|z < |z|;. Wegen der Homogenitét beider Normen gilt
dies nicht nur fiir alle | |-Einheitsvektoren sondern fiir alle 2 € RY. Also haben wir mit
|z|]2 < S - |z|; eine Dominationskonstante gefunden.

Folgerung. Alle am Anfang zusammengestellten Begriffe hingen tatséchlich nicht von der
auf R? verwendeten Norm ab, weder die Beschriinktheit, noch die Vollstindigkeit, weder
Dehnungsbeschranktheit noch Stetigkeit. Diese Grundbegriffe der Analysis erfassen also
wichtige Eigenschaften von R? und von Abbildungen F : R — Re.

Besonders hervorheben mochte ich noch, ein wie grofler Teil der Argumente ganz un-
abhangig von der Dimension funktioniert. Nur an zwei Stellen spielt eine Rolle, daf} die
Dimension endlich ist: Fiir die Dominierungskonstante einer beliebigen Norm durch eine
Pythagoras-Norm und fiir die endliche Anzahl der Teilquader bei Halbierung der Kan-
tenlangen. Natirlich werden die auf diesen Argumenten beruhenden Satze mehrfach zitiert,
und deswegen bleibt in unendlichdimensionalen Vektorraumen mit Norm von den hier be-
tonten Sétzen nicht viel ibrig. Sobald man jedoch die Vollstandigkeit auf Grund anderer
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Mittel zur Verfiigung hat, lassen sich die dimensionsunabhéngigen Argumente so bequem
wie hier verwenden. Wir kommen bald dazu.

3. Kurven, Ableitungen und Integrale mit Werten in R?.

Fiir Kurven f, g : [a,b] — R? verweise ich auf friihere Texte zu den Differentiationsregeln,
Linearitdt: (a- f+8-9) =a-f'+6-¢,

Produktregel: (f,9)" = (f'.g) +(f, '),

Schrankensatz: |f'| < L = |f(t2) — f(t1)| < L - |t2 — t4],

Kettenregel: f:[a,b] = C, F:C—C = (Fof)(t)=F'(f(t)-f(t).

Nachzutragen ist der

Mittelwertsatz. f : [a,b] — R sei stetig und in (a,b) differenzierbar (keine weiteren
Voraussetzungen iiber f’, nur Existenz). Dann gilt:

Es gibt eine Tangente mit derselben Steigung wie die Sehne, d.h.
Es gibt 7 € (a, b) mit fI(r) = (f(b) = f(a))/(b—a).

Beweis. Es geniigt, den Satz fiir f(a) = f(b) = 0 zu beweisen, da wir die Sehne von der
Funktion abziehen kénnen (“Satz von Rolle”). Als stetige Funktion besitzt f auf [a,b] ein
Maximum und ein Minimum. Entweder ist f = 0 oder einer der Extremwerte ist # 0, tritt
also nicht am Rande auf sondern im Innern, etwa bei 7 € (a,b). Da f an dieser Extremstelle
differenzierbar ist, folgt f’(7) = 0 und das ist gleich der Sehnensteigung 0.

Bemerkung. Die Standardanwendung des Mittelwertsatzes ist: Hat man eine Schranke
L > |f'|, so ist L Dehnungsschranke fiir f, also die “Schrankensatzfolgerung”. — Unter
den bisher besprochenen Satzen hat der Maximumsatz fiir stetige Funktionen den lingsten
Beweis; der Mittelwertsatz ist jetzt Spitzenreiter, da im Beweis der Maximumsatz zitiert
wurde.

Der Integralrechnung ist mehr als der Differentialrechnung hinzuzufiigen. Wir hatten
zu Kurven f : [a,b] — RY, die gleichmiBig durch stiickweise lineare Funktionen appro-
ximierbar sind, Stammfunktionen F : [a,b] — R, F’' = f konstruiert. Wir hatten ferner
gesehen, dafl Riemannsummen von f zu immer feineren Einteilungen mit F'(b) — F'(a) im-
mer besser iibereinstimmen. Fiir dehnungsbeschrankte oder auch nur stetige f ergibt sich
aus diesen Vorbereitungen die Riemann Integrierbarkeit zusammen mit dem Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung. Als Anwendung hatten wir zunéchst fiir dehnungs-
beschrinkte f : [a,b] — R? die Kurvenlinge Linge(f) als Supremum der Lingen von
Sehnenpolygonen definiert und dann fiir stetig differenzierbare f bewiesen:

Linge(f) = / o

Auf der Schule haben Sie weniger die Bogenldnge von Kurven mit dem Integral in Verbin-
dung gebracht, sondern eher den Flacheninhalt unter dem Graphen einer Funktion f :
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[a,b] — R . Das Problem dabei ist, dafl ich mit den bisher entwickelten Mitteln noch keine
Definition “des” Flacheninhalts krummlinig berandeter ebener Gebiete angeben kann —
anders als bei der Bogenlange. Trotzdem muf} ich sagen, wie unsere Integrale mit Threm
Schulstoff in Verbindung stehen. Das ist so:

Betrachte eine (z. B. Polynom-) Funktion f : [a,b] — Ry. Angenommen es gibt einen
“Fléacheninhalt” A der Menge G := {(z,y) | a < 2 < b,0 <y < f(x)}. Angenommen
ferner, derartige “Flacheninhalte” konnten so definiert werden, dal aus G; C G folgt
Flache(G1) < Fliache(Gz). Dann kénnen wir zeigen: Die Zahl A kann mit Hilfe einer
Stammfunktion F', F’' = f so berechnet werden, wie Sie das kennen.

(Erinnerung: A = F(b) — F(a). A liegt unterhalb der Obersummen und oberhalb der
Untersummen. )

AuBlerhalb der Mathematik ist dann klar, dal A der Flacheninhalt “ist” — wie soll’s denn
sonst sein? Innerhalb der Mathematik geht das nicht, weil es zu viele Beispiele gibt, bei
denen aus plausibel erscheinenden Annahmen Widerspriiche folgen. Immerhin, bis auf “wie
soll’s denn sonst sein?” konnen Sie jetzt mit Integralen auch Flacheninhalte berechnen.

Schrankensatz und numerische Integration.

Offenbar gilt fiir lineare Funktionen f : [a,b] — R
b
[ f@iz = 3(f@+ 1) (- a),

b
/f(x)dx = F(22)-(b—a).

Fiir allgemeinere f gelten diese Formeln natiirlich nicht. Die erste,
FS(f):=3(f(a)+ f(b)) - (b — a), ist der Flicheninhalt under der Sehne, die zweite

FT(f):= f (2%)-(b—a), ist der Flicheninhalt unter der Tangente im Mittelpunkt (a+b),/2
(und beidemal zwischen z = a und z = b).

Hat man nun Schranken fiir die zweite Ableitung —B < f” < +B, so liegt die Differenz
von f und der Tangente zwischen +1 B (z — ‘ITH’)2; die Differenz zwischen f und der Sehne
liegt zwischen +1B(z — a) - (b — z). Daher folgt als Fehlerabschitzung:

‘/abf(x)da:—FT(f)‘g/abg,(x_a—;brdx:%(b_a)g’

}/abf(x)daj—FS(f)) < /abg(m—a) (b—x)dx = E(b_a)?)‘

Kann man dies verbessern? Und woran soll man ein “besseres” Verfahren tiberhaupt erken-
nen? Natiirlich kann man das Intervall [a, b] erst in zwei gleich grofle Teile teilen und auf
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jeder Halfte die Sehnenfliche bzw. die Tangentenfliiche berechnen. Uber den kleineren
Intervallen liefert unsere Fehlerabschatzung % so grofle Werte, aber da man die Beitrage
der beiden Hélften noch addieren mufl; nehmen die Fehlerschranken fiir das Intervall [a, b]
nur um i ab. Wir verkleinern also den Fehler, aber wir nennen das nicht ein “besseres”
Verfahren, sondern “wiederholte Anwendung” desselben Verfahrens. Man wiirde doch wohl
von einem “besseren” Verfahren reden, wenn die Fehlerschranken bei einer solchen “wieder-
holten Anwendung” stérker als mit dem Faktor } verbessert wiirden. (Oder fillt Thnen
ein einleuchtenderes Kriterium fiir ein “besseres Verfahren” ein?) Aber, kann man den

Verbesserungsfaktor % tatséchlich iberbieten?

Fiir quadratische Funktionen f ist der eine Fehler positiv, der andere negativ und dem
Betrage nach ist der Fehler von FT(f) halb so groff wie der von F'S(f). Daher sollte man
es mit dem (2 : 1)-Mittelwert

S8(1)i= 3 - FT(N) + 3 FS() =g (F@+47 (“52) + 7)) -0~ a

versuchen. Dieses sogenannte Simpson-Verfahren berechnet das Integral desjenigen kubi-
schen Polynoms, das bei a, “T*b, b dieselben Werte wie f und bei “T*b auch noch dieselbe
Ableitung wie f hat. (Rechnen Sie das bitte nach.) Das la8t sich zwar gut an, aber haben
wir wirklich ein besseres Verfahren gefunden? Mehrfache Anwendung des Schrankensatzes
zeigt, dafl die Differenz aus f und dem eben beschriebenen kubischen Polynom zwischen
£ (z—a) (v —%E2)2- (b—2x) liegt; dabei ist Sy > | ™| eine Schranke der vierten Ableitung

von f in [a,b]. Daraus folgt:

‘/abf(a:)d:c—SS(f)‘S%/ab(x_a) (x— : )Q(b—x)dxzzggo‘(b_a)5'

In der Tat, wendet man diese Formel auf die beiden halb so langen Teilintervalle an und

addiert die Teilergebnisse, so wird die Fehlerschranke um den Faktor %6 kleiner. Das
Simpsonverfahren ist im Sinne unseres Kriteriums eine deutliche Verbesserung.

Beachten Sie bitte, daf§ die besprochenen numerischen Integrationsformeln lineare Abbil-
dungen definieren, z. B.

SS(a-f+B-g)=a-S5(f)+5-55(g).

AuBerdem sollte man derartige Formeln nie benutzen, ohne zu tiberpriifen, dafl zumindest
fiir konstante und fiir lineare Funktionen f die Integrale richtig berechnet werden.

4. Gleichmaflige Konvergenz.

Bisher hatte ich bei konvergenten Funktionenfolgen F, : R? — R® gleichméfige Fehlera-
bschatzungen und das Archimedes Axiom benutzt, um Aussagen tiber die Grenzfunktion
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F zu bekommen. Beispiele:

[Fu(2)] < C = |Foo(2)] < C
[Fn(2) = Fa(y)| < L+ [z —y| = [Foo(z) = Foo(y)| < L - 2 =yl

Falls |z — y| < ¢ (unabhéngig von n) = |F,(z) — F,,(y)| < ¢ gilt, so folgt auch
[z =yl < 0= [Fuo(2) = Foo(y)| < e

Man kann nun die Gleichméafigkeitsvoraussetzungen von den Fehlerabschatzungen auf die
Konvergenz schieben. Das erfordert dann etwas schwierigere Argumente, fiihrt aber zu
einem erstaunlichen Satz iiber konvergente Folgen stetiger Funktionen. Der zu beweisende
Satz steht im Standardaufbau der Analysis viel weiter am Anfang als er hier besprochen
wird.

Definition. Eine Folge von Abbildungen F), : A C¢ R — R€ heifit gleichmiig konver-
gent, falls es zu jeder Fehlerschranke € > 0 einen Garantieindex n. gibt — ausdriicklich
unabhangig von a € A — so daf} fiir alle a € A gilt:

m,n > n. = |Fp(a) — F,(a)] <eg

Wegen der Vollstandigkeit von R€ folgt aus dieser Cauchy-Eigenschaft, dal eine Grenzfunk-
tion Fy, : A C RY — R existiert, und da8 gilt:

n>ne = |Foo(z) — Fp(z)| <e.

Hauptsatz. Jede gleichmiBig konvergente Folge stetiger Funktionen F, : A ¢ R? — R®
besitzt eine stetige Grenzfunktion F,, : A C R? — R€.

Beispiel. Die Funktionenfolge {f,} zur Konstruktion des Weierstra3-Oszillators ist gleich-
méfBig geometrisch majorisiert, also gleichmaflig konvergent. Daher ist die Grenzfunktion
stetig. (Erinnerung: Mit der Sdgezahnfunktion sig (x) := min{|z — m/|;m € Z} hatten wir
definiert:

fulz) =) 2% sig (4 - 2).)
k=1

Beweis des Hauptsatzes mit einem £-Argument. Sei ¢ > 0 und a € A gegeben. Zu finden
ist 6 > 0, so daf gilt:

r €A |r—al <0=|Fx(r)— Fx(a)] <e.

Dazu liefert die gleichméfiige Konvergenz zunéchst n., so daf} fiir alle x € A und n > n,
gilt

|Foo(z) — Fru(z)] <

Wl ™



Nun wird ein n* > n. ausgesucht und mit der Stetigkeit von Fj,» 148t sich ein 6* > 0 finden,
so dafl .
r €A |x—al <6 = |Fp(x) — Fp(a)] < 3

(Beachten Sie: In den meisten Fillen, z. B. beim Weierstrafl Oszillator, ist es ungiinstig,
n* “moglichst grofl” zu wahlen, weil das zu unnétig kleinen 6* fithrt. Die Voraussetzungen
erlauben namlich, dafl die Funktionen F, mit wachsendem n “immer schlechter” stetig

sind.)
Nun beendet die Dreiecksungleichung den Beweis:

r€A|r—al <6 =
3

[Foo () = Foo(a)| < |Foo() = Fo= (2)] + [Fux (2) — Fu=(a)] + |[Fu-(a) — Foo(a)] <3 - 5
Der Hauptsatz 1afit sich zusammen mit der Sprache der Normen auf Vektorraumen zu sehr
pragnanten und leicht benutzbaren Aussagen umformulieren.
Sei V := {F : A C R? — R%F stetig und beschrinkt} der Vektorraum der stetigen
und beschriankten Abbildungen von A C R? nach R¢. Wir definieren eine Norm, genannt
Supremum-Norm auf V' durch

|F|y = |F|:= suE|F(a)\ = sup |F'(A)].
ac

Die Axiome fiir Normen sind erfiillt. Zur Dreiecksungleichung:

[F+ G| = sup,eq|F(a) +Gla)] < supyea([F(a)] + |G (a)])
< supgeq [F(a)] + suppeq [G(0)| = [F| + G,

Umformulierung des Hauptsatzes. Der Vektorraum V' mit der eben definierten Supre-
mum-Norm ist vollstandig.

Beweis. Eine | |-Cauchyfolge {F,,} C V ist nach Definition eine gleichméfig konvergente
Folge stetiger Abbildungen; diese konvergiert nach dem Hauptsatz gleichméaflig gegen eine
Grenzfunktion f.,. Mit anderen Worten: Zu € > 0 gibt es n. (unabhéngig von x € A), so
daB fir alle z € A gilt:

n>ne = |Foo(z) — Fp(z)] <e,

also auch |Fio — F,| = sup,c 4 |Fo(z) — Fiu(2)| < €. Damit konvergiert {F),} auch im Sinne
der Norm (also wie im ersten Kapitel erkldrt) gegen F.,, d. h. jede | |-Cauchyfolge in V'
konvergiert, V ist vollstandig. — Beachten Sie wieder die Dimensionsunabhéangigkeit der
Argumentation.

Bemerkung Wenn die Menge A vollstdndig und beschréankt ist, so sind stetige Abbildungen
F : A — R€ immer auch beschriankt. Andernfalls gibt es unbeschrankte stetige Abbildun-
gen; in diesem Fall ist gleichméaflige Konvergenz auf A ein etwas zu starker Begriff. Z.B.
sind in der folgenden Anwendung unendliche Intervalle [a, c0) ungeeignet.
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Die Supremum-Norm vertragt sich sehr gut mit der Integration. Sei fiir f, g : [a,b] — R®

F<x>;=/j 1, Gla) = /g

Dann folgt N N
[F(z) = G(x)] = |[,(f—9)®)dt| < [, |f — gl(t)dt
< |f—glv-lz—alr
[F=Glv < |f—glv-[b—alr.

Insbesondere: Falls stetige f,, : [a,b] — R gleichméafig gegen f., konvergieren, so kon-
vergieren die Stammfunktionen Fj,(z) := f;; fn gleichméafBig gegen die Stammfunktion
Foo(z) := [T foo. Anders ausgedriickt: (lim F,)" = lim(F},).

5. Parameterabhangige Integrale

Es kommt haufig vor, dal man, ausgehend von einer Funktion “von zwei Variablen”, f :
R X [a,b] — R, durch Integration eine neue Funktion definiert.

b
Definition : F(s):= / f(s,t) dt.

Bei geniigend harmlosen Funktionen f kann das Integrationsintervall [a, b] sogar unendlich
sein:
Beispiel, die Gammafunktion:

I''R, - R, I'(z) ;:/ t*te™t dt.
0

Diese Funktion ist bertiithmt, weil sie die zunéchst nur auf N definierte Funktion n — n! auf
die reelle Halbgrade ausdehnt — und mit wenig zusatzlicher Miihe kann sie als komplexe
Funktion auf der rechten Halbeben Re z > 0 durch dieselbe Integralformel definiert werden.

Satz. Es gilt I'(n + 1) =nl, n e N.

Beweis. I'(1) = 1 ist klar. Wir zeigen z - I'(z) = I'(x + 1). Wegen der Produktregel gilt
(t* ety =x-t*" 1. et —1®. et Damit folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung 0 = [°(t*-e~') dt =z -T'(z) — I(z + 1), (z > 0).

Eigenschaften der Integralfunktion F
Ziel ist, aus Voraussetzungen iiber f Aussagen Uber F herzuleiten.
Beispiel Dehnungsschranken (benutze | [ h(t) dt| < [|h(t)] dt) :

b

[f(s1,1) = f(s2, )| < L(t) - |s1 = s2| = |[F(s1) — F(s2)] < (/ L(t) dt) +|s1 = 82l

11



Beispiel Stetigkeit: Falls die Stetigkeit von s — f(s,t) “gleichméafig” in ¢ € [a, b] ist, d.h.
zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0 (ausdriicklich unabhéngig von t) so dafl gilt

s = sol <0 =[f(s,1) = f(s0,8)| <,
dann folgt sofort auch
|s —so| <6 =|F(s)— F(so)| <e-|b—al.

Es braucht nicht einmal ganz so gleichméflig zu sein: Zu jedem ¢ > 0 gebe es ein > 0 so
dafl mit einer geeigneten Funktion ¢ — ¢(t) gilt

s —s0l < 0= [f(s,t) = fs0, 1) < () - €,

dann folgt ebenso

s — so| < 8 = |F(s) — F(s0)] < (/ o(t) dt) e

In dieser Formulierung sind dann Anwendungen auf unendliche Integrationsintervalle ent-
halten, etwa auf die Gammafunktion:

Satz 2<z,y<n = [I'(z)-T()| < 1+ n+D)-|z—1y

Beweis. Zunichst folgt aus logt < ¢t und damit auch logt = —log(1/t) >= —1/t
die Abschétzung

0<t,2<x<n=|z—-t° e t)|=|logt -t*"1. e < max(t",t"2) et
Daher folgt aus dem Schrankensatz [t*~! - e™t —t¥=1. 7t < max(t",1)-e7t - |z — y],
und Integration ergibt die Behauptung.

Schliellich gibt es Voraussetzungen, so dafl die Ableitung von F' “durch Differenzieren von
f unter dem Integral” berechnet werden kann. Dazu fithren wir eine Bezeichnung ein:
Definition. Fiir festes ¢ heifit die Ableitung der partiellen Funktion s — f(s,t) partielle
Ableitung von f nach s, Bezeichnung:

9 bls,8) = tim L&D =S50 D)

Os 5—50 (s — so)

Satz iiber das Differenzieren unter dem Integral. Voraussetzung. Die zweite partielle
Ableitung sei durch eine stetige Funktion beschrinkt: |2 -2 f(s,t)| < B(t). Dann gilt

ds Os
b 8 1 b
F(s)—F(so)—(s—so)~/a 5 Flsont) di| < 5/a B(t) dt-|s — sol2.
)
also F'(s0) :/a s (s0,t) dt

12



Variante. Die partielle Ableitung (s,t) — %f(s, t) sei stetig. Dann gilt: Zu jedem € > 0
gibt es ein o > 0 so daf3

b
9
\s—so\§(5:>‘F(s)—F(so)—(s—30)~/ —F(s0,) dt| < €[5 = s0].

Beweis. Die erste Version eignet sich auch fiir unendliche Integrationsintervalle, sie folgt
durch Integration der folgenden Schrankensatzabschitzung (wie immer unter Benutzung
von | [ h(t) dt| < [|h(t)| dt):

£(5:8) = F(s0,1) = 5-Fls0,1) (5 = ) < 5B - | — sol”

Die zweite Variante benutzt im Beweis die gleichméfige Stetigkeit von (s,t) — % f(s,t);
diese steht aber nur auf einem vollstindigen (= abgeschlossen in R?) und beschrinkten
Definitionsbereich zur Verfiigung. In unserm Fall: Zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0
(ausdriicklich unabhéngig von ¢ € [a, b] und s¢ € [c,d]) so dafl gilt:

o
s — 80| <0 = ‘&f(s,t)— (so,t)‘ < e

557

Dies setzen wir im Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ein und haben zunéchst
0
s =50l <8 = |£(s) = f(s0) = (5= 50) - 5-S(s0,)] =

’/ (%f(s,t) — %f(so,t)) ds’ <e€-|s— sl

Schliellich wird noch einmal iiber ¢ integriert:

b
s — 50| < = ‘F(s)—F(so)—(s—so)-/ % (50,1) dt(g|b—a|e-|s—so|.

Als Anwendung erhalten wir einen Satz iiber das Vertauschen von zwei Integrationen.

Satz. Die Funktion h: R X [a,b] — R, (s,t) — h(s,t) sei stetig. Dann gilt:

/ (/: h(s, t) dt) ds :/atl (/ h(s, ) ds) i,

Beweis. Definiere
t1
fiRx[a,b] = R, f(s,t1) ::/ h(s,t) dt
s1 S1 ty
FiRx[a,b =R, F(sy,t) ;:/ F(s,11) ds:/ (/ h(s, ) dt) ds.
S0 S0 a

13



Nach unserem Satz ist die partielle Funktion ¢ — F'(s1,t) differenzierbar und

0 0
EF(Sht)}t:tl — /80 Ef(s’t)‘t:tl ds.

Die rechte Seite ist stetig in ¢1, also folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung, daf} sich F' durch Integrationen in umgekehrter Reihenfolge als in der Definition
von F' berechnen lafit, wie behauptet:

t1 a
F(Sl,tl) :F<81,t1)—F(31,a) :/ &F(Sht) dt =

tl S1 a
—/a < . 95 (s,t) ds) dt.

6. Vektorfelder auf R? und gewd6hnliche Differentialgleichungen.

Mit der Veranschaulichung komplexer Funktionen f : C — C hatten wir zum ersten Mal
“Bilder” von Funktionen gemacht, die man sich nicht mehr mit Hilfe ihres Graphen, also der
Kurve x — (x, f(z)), vorstellen kann. Schon eine Dimension héher, also fiir Abbildungen
F :R3 — R3, sto8t man wieder an anschauliche Grenzen. Stellen Sie sich ungleichméBige
Windverhaltnisse in der Atmosphére vor. Diese Situation kann durch eine solche dreidi-
mensionale Abbildung F' beschrieben werden, indem mit F'(p) die Windgeschwindigkeit in
p gemeint ist. Dieses I wird man dann so veranschaulichen, daff man in jedem Punkt p
den Wert v = F(p) als Pfeil abtrigt. Man stellt sich also F' als “Vektorfeld” vor. (So
wie ein Kornfeld ein Feld voller Halme ist, so ist ein Vektorfeld ein Feld voller Vektoren.)
Besonders leicht konnen Sie sich das Vektorfeld vorstellen, das als Geschwindigkeitsfeld zu
einer Rotation gehort. Auch eine Beschreibung mit Formeln ist leicht: Betrachte R3 mit
Standardbasis und Standardskalarprodukt. Dann wird die Rotationsbewegung durch eine
Drehmatrix beschrieben, z. B.

cost —sint 0
A(t) = [ sint cost O
0 0 1

Die Bahnkurve eines Punktes p ist dann c(t) = A(t) - p, und die Geschwindigkeit dieser
Bewegung bei t = 0 ist

0 -1 0
¢(0)=A0)-p=[1 0 O0]-p
0O 0 O
Unser Vektorfeld ist also
F(p) == A(0)-p



Wegen F(ap+0q) = a-F(p)+ - F(q) nennen wir diese Vektorfelder “lineare Vektorfelder”.

Der Begriff Vektorfeld wird sich in vielfaltiger Weise als niitzlich erweisen. Zunéchst kommt

es darauf an, diesen Begriff mit einer moglichst unmittelbaren anschaulichen Vorstellung zu
verbinden. Ich finde, das Bild der flielenden Wasserteilchen auf der Oberfliche des Rheins
zeigt sehr gut, was beabsichtigt ist, wenn man von ihrem Geschwindigkeitsfeld spricht.

Was sind nun, in der beschriebenen Situation, “natiirliche Fragen”? Zum Beispiel mochten
die Meteorologen wissen, wie viel Luft transportiert wird, wenn sie die Windgeschwindig-
keit, als gemessenes Vektorfeld, kennen. Mathematisch einfacher ist die Frage: Konnen wir
die Bahnkurven einzelner Teilchen rekonstruieren, wenn das Geschwindigkeitsfeld bekannt
ist?

Zunachst muf diese Frage in einen Kalkiil iibersetzt werden. Gegeben sei also ein Vektorfeld
F :R? — R4, mit noch nachzutragenden weiteren Voraussetzungen. Gesucht ist zu jedem
Punkt p € R? eine Kurve ¢ : [0,00) — RY, deren Geschwindigkeit ¢(¢) fiir jedes ¢ gegeben
ist durch das Vektorfeld an der Stelle ¢(t), also

Unsere Frage nach den Bahnkurven ¢ von Geschwindigkeitsfeldern F' ist damit als “Differ-
entialgleichung” prizisiert. Fiir lineare Geschwindigkeitsfelder F : R — R¢,

F(p):=A-p (p € RY, A eine d x d-Matrix)

kennen wir die Antwort schon, sie mufl nur noch deutlicher formuliert werden.

Im Falle d =1, also A = a € R, lautet die Differentialgleichung
é(t) =a-c(t).

Diese wird durch ¢(t) = exp(a - t) - ¢(0) gelost, und zwar, wie wir wissen, auf eindeutige
Weise.

Fir d > 1 haben wir schon d x d-Matrizen A in die Exponentialreihe eingesetzt. Wenn
wir wiiBten, daB M(t) = exp(t - A) die Ableitung M(t) = A - exp(t - A) hiitte, dann wire
jedenfalls eine Losung der Differentialgleichung:

c(t) :=exp(t-A)-c(0), é(t)=A-exp(t-A)-c(0) = F(c(t)).

Zur genaueren Behandlung definieren wir eine bequeme Norm, einen Spezialfall der Supre-
mum-Norm, auf dem Vektorraum der Endomorphismen Hom(R¢, R%):

[A]l == sup{|A - #|pa; [#[ge = 1}.
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Die Axiome fiir eine Norm sind erfiillt, fiir die Dreiecksungleichung beachte
((A+B) -zl <[A-z|+[B-z| < ([[A]l + | B]]) - [=]-

AuBlerdem folgt ||A - B|| < ||A|l - ||B|l, [|A*|| < ||A]|¥. Der Vektorraum Hom(R%, R?) mit
dieser (oder einer anderen) Norm ist vollstindig, wir miissen also zur Definition von exp A
nur die Cauchy-Eigenschaft zeigen fiir die Folge

Diese wird aber durch die konvergente Taylorreihe fiir exp bei || A|| majorisiert

-

n—l—p k n+1
A A
H— LA A,

(n+1)!

so dafl exp A := lim M,, definiert werden kann. Natiirlich ist dann

o AR R
M(t)=id+ ) o
k=1
Um die Ableitung an der Stelle ¢y zu bekommen, setzen wir [t —¢y| < 1 voraus und schétzen
ab (Abkiirzung A° = id):

IIM()—M( 0) = A~ M(to) - (t —to)| =

H Z AF . tk _ tk) 4. g Ak—1 kk'; . té?—l ‘ (t B tO)H

— JAF k=1 o,
gz [th =t —k-t57h - (t—to)]

k!

k=1

JAI? [ llA]I*2 k-2 9
< . - (|t 1 -lt—t
<14 gy (ol + 142 ) e =t

k=2

AR e L

< 5 ~exp(||A|l - (|to] + 1)) - |t — to]” = const - |t — to|*.

Diese Ungleichungskette zeigt, dafl M (t) mit quadratischem Fehler differenzierbar ist und
die Ableitung A- M (t) hat. Benutzt wurde die reelle Exponentialreihe und fiir f(¢) = t* die

Abschétzung |f(t) — f(to) — f'(to) - (t —to)| < MQM - |t — to|?, also schon hiufiger
gebrauchte Hilfsmittel.

Wir klaren noch die Eindeutigkeitsfrage, also: kann es zwei verschiedene Losungen ¢4 (t),
co(t) mit ¢;(t) = A - ¢j(t), c1(0) = c2(0) zu gleichen Anfangsbedingungen geben? Wie
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immer nutzen wir Linearitdt aus, wo wir sie sehen: ¢ := ¢; — ¢o ist Losung von ¢ = A - ¢
mit Anfangswert ¢(0) = 0, und es geniigt zu zeigen ¢ = 0. — Definiere die Hilfsfunktion

h(t) == {c(t), c(t)) - exp(=2 - [|A[| - 7).

Offenbar gilt 0 < h(t), h(0) = 0. Wir zeigen mit der Schwarzschen Ungleichung A(t) < 0,
dann folgt h(t) = 0 fiir alle t. In der Tat:

(20e(t), (1)) = 2[|All - {e(t), (1)) - exp(—2]|A] - 1)

h(t) =
< (2 le(®)] A )] =2 Al - [e(®)]?) - exp(=2[|A[| - ) < 0.

Zusammenfassung. Fiir lineare Vektorfelder
F:RY —RY Fp)=A-p

geht durch jeden Punkt p € R? genau eine “Integralkurve c¢ des Vektorfeldes” oder auch
“Losungskurve ¢ der Differentialgleichung”

Diese Losung wird durch die Exponentialreihe geliefert:
c(t) =exp(t-A)-c(0).
Man sagt hierzu auch: Ein homogenes lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten 16sen.
Differentialgleichungen hoherer Ordnung.

Es kommt auch vor, daf§ nicht ein Geschwindigkeitsfeld sondern z. B. ein Kraftfeld gegeben
ist, und daf} die gesuchten Kurven eine Differentialgleichung zweiter Ordnung erfiillen sollen:

Dies wird durch einen einfachen Trick auf den vorherigen Fall zuriickgefithrt: Wir betrach-
ten das Problem in R? x R, bezeichnen die Punkte darin mit (z,v) und sehen nicht nur
die Kurve c(t) sondern das Paar (c(t), ¢(t)) als Losung an und zwar als Integralkurve des

Vektorfeldes
It Fl(z,v) v
:RY x R* - R x R? ) =
<F2) R T RXRS F2(z,v) F(z,v) )’

oder als Losung der Differentialgleichung



Wir haben das schon bei sin und cos kennen gelernt, statt f” + f = 0 zu lésen, haben wir
(cos>’ _[(—sin) [0 -1 (cos>
sin/  \cos /) \1 0 sin
als 2-dimensionale lineare Differentialgleichung erster Ordnung betrachtet. Diese Um-
formulierung wird eigentlich immer leicht verstanden, so dafl diese kurzen Bemerkungen
geniigen sollen.

7. Satz und Verfahren von Picard-Lindelof.

Wir wenden uns jetzt allgemeinen Vektorfeldern (statt der bisherigen linearen Felder) zu.
Zunachst eine kleine Verallgemeinerung: Das Geschwindigkeitsfeld von Wind in der Atmo-
sphare @ndert sich offenbar im Laufe der Zeit, daher betrachten wir Abbildungen

F:R'xR—R?, (z,t) — F(z,1)

die wir fiir jedes feste t als Vektorfelder x — F'(x,t) interpretieren. F' selber nennen wir
zeitabhéngiges Vektorfeld. Die gesuchten Bahnkurven ¢ — ¢(t) haben dann zum Zeitpunkt
t die Geschwindigkeit ¢(t), die durch F' an der Stelle (¢(t),t) gegeben sein soll, also als
Differentialgleichung so lautet:

Wir machen nun Zusatzvoraussetzungen, die zu einer iibersichtlichen Losungstheorie fiihren
und die in den allermeisten Anwendungen erfiillt sind (oder durch Variationen des folgenden
erfiillbar sind).

Voraussetzungen. F : R? x R — R? sei stetig und zusitzlich dehnungsbeschrinkt im
ersten Argument, also

|F(x,t) — F(y,t)| < L- |z —vy|, (“Lipschitz Bedingung”).

Daf3 wir damit auf dem richtigen Weg sind, zeigen wir dadurch, dafl wir den Eindeutigkeits-
satz in dieser neuen Situation fast wie im linearen Fall beweisen kénnen.

Satz (Fehlerfortpflanzung und Eindeutigkeit). c¢;(¢) seien zwei Losungen der Differ-
entialgleichung, also

¢i(t) = F(c;(t),t)  (j=1,2).
Dann ist die Funktion

h(t) == ((er = c2)(t), (1 — e2)(t)) -2

nicht wachsend, also
[(e1 = e2)()]* < (er = e2)(0)[? - 227
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Insbesondere stimmen Losungen mit gleichen Anfangswerten iiberein.

Beweis. Wir zeigen h < 0 mit der Schwarzschen Ungleichung und zitieren den Mono-
toniesatz. Zunachst gilt:

(e = e2)(t), (e1 —ea)(t)) =
2( 1(8) = é2(t), (1 — 2)(1)) <

2-|ea(t) = ea()] - [(e1 = e2)(B)] =
2-|F(er(t), ) = Fa(ea(t), )] - [(er — e2)(B)] <
2-L-|(c1 — c)(t)]2

Differenziert man nun A nach der Produktregel und setzt die letzte Abschitzung ein, so
folgt h < 0.

Wir wenden uns nun dem Existenzbeweis zu. Schon die einfache Differentialgleichung
f" = f hat unter den rationalen Funktionen keine Losung; zu ihrer Losung mufite eine
neue Funktion, namlich exp, konstruiert werden. Daher sollten Sie erwarten, dafl Sie i. a.
die Losung einer Differentialgleichung nicht mit Thnen schon bekannten Funktionen hin-
schreiben konnen. Stattdessen brauchen Sie ein Verfahren, dafl neue Funktionen konstru-
iert. Wir werden dazu lauter schon bekannte Hilfsmittel zusammensetzen.

Der Existenzbeweis wird auf der Vollstandigkeit des Vektorraums der stetigen Kurven
in R? mit der Supremum-Norm beruhen. Die Losungskurve wird Fixpunkt einer kon-
trahierenden Abbildung dieses Vektorraums in sich sein. Dieser Fixpunkt kann dann
wie im schon bekannten Kontraktionslemma durch Iterieren dieser Abbildung gefunden
werden. Die Erfindung dieser Abbildung diirfen Sie nicht von sich erwarten, sie stammt
von Picard und Lindel6f.

Als erstes wenden wir den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auf die Differ-
entialgleichung ¢(t) = F(c(t),t) an:

t
o(t) = c(0) = [ F(e(r). i

0
¢(0) = ¢p ist der gewiinschte Anfangswert.

Picard und Lindelof haben das so angesehen: Zu jeder stetigen Kurve c finden sie eine neue
stetige Kurve Lc durch die Definition

Le(t) == ¢ —|—/0 F(e(r), m)dr.

Die Bildkurve hat den Anfangswert L£c(0) = c¢g, und sie ist sogar differenzierbar mit der
Ableitung



Daher ist ein Fixpunkt der Lindel6f-Abbildung, also ¢ = Le, eine Losung der Differential-
gleichfung, offenbar zum Anfangswert cg.

Zweitens erinnern wir uns daran, daff man Fixpunkte von Abbildungen besonders leicht
fiir kontrahierende Abbildungen findet. Wir wissen schon da§ R? viele verschiedene Nor-
men hat. Auf dem Vektorraum der stetigen Kurven in R? gibt es erst recht viele ver-
schiedene Normen (die nicht einmal alle dquivalent zueinander sind). Ich mdchte schon
bei diesem ersten Beispiel betonen, dafl man sich die Normen zu seinem Problem passend
aussuchen darf. Wir wissen von dem Fehlerfortpflanzungssatz, daffi Ungenauigkeiten in

L-t

den Startwerten mit dem Exponentialfaktor e®* anwachsen kénnen. Wir wissen auch, daf3

wir die gesuchte Losung durch Naherungen approximieren wollen. Die Fehlerfortpflanzung
zeigt, dal wir bei den Niherungen einen Genauigkeitsverlust mit dem Faktor e’* erwarten.
Daher nehmen wir nicht die erstbeste Supremum-Norm, sondern wir beriicksichtigen die
groflere Ungenauigkeit durch ein kleineres Gewicht:

V = {c:[0,T] — R? | c stetig}

lell == sup e(t)] - e "

te[0,T]

—L-T

Da der Gewichtsfaktor zwischen e und 1 liegt, ist diese Norm dquivalent zu derjeni-

gen “erstbesten”, mit der wir die Vollstandigkeit von V mit Hilfe des Hauptsatzes tiiber
gleichméaflig konvergente Folgen stetiger Abbildungen gezeigt haben.

Satz. Die Lindel6f-Abbildung £ ist beziiglich dieser Norm kontrahierend. (Das beendet
den Existenzbeweis.)

Beweis. Es seien f,g € V. Dann gilt zunéchst:
LF(t) — Lo(t)] = | / F(f(r),7) - F(g(r),)dr|
t
< / F(f(r),7) — F(g(r), 7)ldr
0
L-|f(r)— dr.
< / F(r) - g(r)|
Daher ist
LF(t) — Lg(t)] - e Tt < e L / LT T () — g(r)ldr
0

t
< Lt / L-e . |If — glldr
0

<@—-e ") f =gl
Damit schlie3lich
ICf— Lyl < (X—eXT)-|f =gl
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d. h. £ ist kontrahierend.

Ich hoffe, Sie haben den Uberblick behalten. Obwohl ich diesen Beweis seit meinem Studium
kenne, bin ich noch immer beeindruckt, mit welcher Eleganz und Leichtigkeit hier neue
Funktionen so konstruiert werden, daf} sie das gestellte Problem 16sen.

Kommentar zur Modellierung mit Differentialgleichungen. Differentialgleichungen werden
in vielen Wissenschaften als Werkzeug der Modellierung benutzt. Dazu ist eine weitere,
bisher nicht angesprochene Eigenschaft wesentlich. In der Regel kennt man namlich die
“richtige” Differentialgleichung gar nicht beliebig genau (z. B. kennt man nicht alle Stein-
brocken, die im Planetensystem herumfliegen). Daher ist es notig, daf kleine Stérungen der
Differentialgleichung auch nur zu kleinen Anderungen der Losungen fiihren. Da wir den Ex-
istenzsatz mit kontrahierenden Abbildungen bewiesen haben, kénnen wir leicht ein Beispiel
einer solchen fiir ein Modellierungswerkzeug notwendigen Stabilitatsaussage hinzufiigen.

Satz. Zwei kontrahierende Abbildungen L;, Lo, die wenig voneinander verschieden sind,
haben auch wenig verschiedene Fixpunkte. Genauere Formulierung:

Gegeben seien zwei kontrahierende Abbildungen L;, also |L;(z) — L;(y)| < ¢ - |z — ¥,
j=1,2. L1 und L5 seien “wenig” verschieden, z. B.

1L1(x) — Lo(x)] < e fiiralle 2 € RY

Dann gilt fiir den Abstand der Fixpunkte z; = £;(z;) die Abschétzung

€
1—q

|z1 — xa] <

Beweis.
|L1(x1) — L1(z2) + L1 (22) — Lo(22)]

|1 — @2 =
< q-lxp —axo] +e,

also (1 — q) - |z1 — 22| < &, wie behauptet.

Dieses Argument werden wir noch 6fter benutzen.

8. Differentation in R¢

Fiir Abbildungen f : R — R kénnen wir keine Differenzenquotienten bilden, da wir nicht
durch ps — p1 € R? dividieren kénnen. Die Definition: Die Ableitung ist Grenzwert von
Differenzenquotienten 1af3t sich daher nicht verallgemeinern. Wir hatten Differenzierbarkeit
von Anfang an auch schon als gute Approximierbarkeit durch lineare Funktionen angesehen.
Da wir alle linearen Abbildungen [ : R? — R schon kennen, nimlich als den Vektorraum
Hom(R%, R), kénnen wir das Approximationskonzept leicht verallgemeinern: Wir wollen f
an einer Stelle p € R? differenziebar nennen, wenn h — f(p-+h)— f(p) geniigend gut durch
eine lineare Abbildung approximierbar ist.
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Definition: f :R? — R heifit in p differenzierbar, wenn es eine lineare Abbildung [ : R — R
(genauer [,) gibt, die so gut approximiert, dal zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert und

heRY (Al <6 = [f(p+h) = f(p) = L(h)| < e |h].
l, heifit Ableitung von f bei p.

Folgende Bezeichnungen kommen vor:
l=f,1=df,l=Df,l= fx1=Tf.

Zur Zeit ist | = df am verbreitesten, | = T'f hat unter Beriicksichtigung aller Bezeich-
nungskollisionen wohl die besten Zukunftsaussichten. Schreibt man mit Hilfe des verwen-
deten Skalarprodukts auf R? die Ableitung als I(h) = (v, h), so heiBt v Gradient von f
bei p , v = (gradf)(p). Mit den Konventionen der linearen Algebra ist die Ableitung
| € Hom(R% R), und fiir den Gradienten gilt (gradf)(p) € R%. Der Gradient einer differen-
zierbaren Funktion f ist ein Vektorfeld auf dem Definitionsbereich von f.

Genau wie im eindimensionalen Fall braucht man zum Differenzieren der einfachsten Funk-
tionen keine Grenzwerte. Wihle z.B. v,w € R? und definiere die quadratische Funktion

f:RY SR, f(z):=(v,z) (w,z).

Wegen f(CE‘ + h) - f(x) = <U,l‘> ’ <w7 h> + <Ua h> ’ <’U),I> + <U, h> ) <w7 h)
haben wird grad f(z) = (v, z) - w + (w, z) - v, denn fiir alle h € R? gilt:

|[f(z +h) = f(z) = ((grad ) (z), )] < [v] - [w] - |h]*.
Oder, fir f(z) := (z,x) ist (gradf)(x) =2 -z, denn
[f(z+h) = fz) = (22, h)| =1 |h[>.

Oder, mit einer linearen Abbildung A € Hom(R¢,R?) definiere f(x) := (A -x,z). Dann
haben wir

[f(z+h) = f(x) = (A-2,h) —(A-ha)| <[| Al [,
die Ableitung von f bei z ist also die lineare Abbildung
dfz(h) =1(h) :=(A-x,h) + (A- h,x).
Falls A symmetrisch ist, ist gradf(z) = 24 - .

Differentationsregeln
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Zum Differenzieren von Funktionen, die aus einfacheren zusammengesetzt sind, beweist
man Differentiationsregeln. Die Beweise sind kaum anders als im 1-dimensionalen Fall. Die
Dreiecksungleichung liefert die Linearitdt:

dlaf+pfg) = a-df +5-dg
grad (af + Bg) = a-grad f + (3 - grad g.

Praktisch unverandert ist der Beweis der Produktregel:

d(f-g)=g-df + f-dg
grad (f-g) =g-grad f + f - grad g.

Die Kettenregel hat zwei Versionen. Falls die duflere Funktion von R nach R geht, also
f:RY - Rund h : R — R, so braucht der 1-dimensionale Beweis kaum geéindert zu
werden, um zu zeigen:

Kettenregel 1:
d(ho f)z =N (f(2)) - dfs
grad (ho f)(x) = W' (f(x)) - grad f(x).
Die zweite Version der Kettenregel erfordert mehr Aufmerksamkeit, weil sie eine Verbindung
zwischen den 1-dimensionalen Ableitungen aus dem letzten Semester mit der Ableitung

mehrdimensionaler Funktionen herstellt. Gegeben seien eine Kurve ¢ : R — R? und eine
Funktion f:=R% - R, also h:= foc:R — R.
Kettenregel 2:
W (t) = df |eqr) (¢'(t)) = (grad f(c(t)), ¢ (2))-
Die Ableitung A’ der eindimensionalen Funktion h ist wie im letzten Semester zu verstehen.

Z.B. sei ¢ eine Gerade, ¢(t) = = + t - v, dann kann die Ableitung von f o ¢ wie folgt als
Grenzwert eines Differenzenquotienten berechnet werden:

(f o) (0) = lim &L = F(2),

t—0 t

Dieser Grenzwert heifit Richtungsableitung von f in Richtung v. Dieser Begriff ist von
sehr grofler praktischer Bedeutung, weil sich oft so viele Richtungsableitungen ohne Kennt-
nis von df direkt ausrechnen lassen, daffl nun die mehrdimensionale Ableitung df aus 1-
dimensionalen Ableitungen bestimmt werden kann. Vor einem Beweis der Kettenregel 2
sehen wir Beispiele zu diesen direkt berechenbaren Richtungsableitungen an.

Koordinaten und Funktionen auf R, partielle Ableitungen
Es sei eine ON-Basis {ej,...,eq} fiir R gewihlt. Wir schreiben Elemente z € R als
Linearkombinationen der Basisvektoren:

d
T = Zxk ek, Tk = (e, ).
k=1
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Die xj heiflen Koordinaten von x. Beachten Sie, dafl die x; Werte linearer Funktionen
sind, ndmlich Iy, : ¢ — (ex, z). Es ist sehr weit verbreitet, zwischen den Funktionen [;, und
den Werten xj keinen Unterschied zu machen und von den Koordinatenfunktionen xj zu
sprechen.

AuBerordentlich hiufig werden nun Funktionen f : R? — R als explizite Ausdriicke in den
Koordinaten gegeben. Man schreibt f(x) = f(x1,...,24) mit demselben Symbol f. Hier
kann man sich nun leicht vorstellen, dafl man alle Koordinaten aufler einer konstant hdlt,
also die 1-dimensionale Funktion

t— h(t) = f(x1,...,x+t,...;2q) = f(x+t-ep)
betrachtet.

Da die Funktion f als expliziter Ausdruck in x1, ..., x4 gegeben sein soll, kann man natiirlich
h(t) ohne Kenntis von df ausrechnen. Man schreibt

h(0) = lim (h(t) — h(0))/t of

P :a—mk(xl,...,l'd)

und nennt dies “die partielle Ableitung von f nach xx”. Und aus diesen partiellen Ableitun-
gen kann man nun die Ableitung df rekonstruieren (Voraussetzung siehe unten). Wenn
namlich f differenzierbar ist und wenn wir die Kettenregel 2 bewiesen haben, dann gilt

0
df | -ex, = a—xfk(x)

offenbar

Mit anderen Worten:
Die partiellen Ableitungen % (k=1,...,d) sind die Werte der linearen Abbil-
dung df auf den Basisvektoren {e1,...,eq}. D.h. beziglich dieser Basis hat df die
Zeilenmatriz (g—wfl, e %).

Hierdurch wird die Berechnung d-dimensionaler Ableitungen sehr erleichtert. Und das wird

auch durch den folgenden Schonheitsfehler nicht aufgehoben.

Beispiel. Die Funktion f : R? — R, definiert als f(z1,22) 1= 123 /(22 + x3) fiir (21, 22) #
(0,0), f(0,0) = 0, ist bei (0,0) stetig definiert wegen |f(x1,x2)| < |z2|/2. AuBlerdem
existieren alle Richtungsableitungen bei 0, denn léngs der Geraden (z1,z2) :=t - (o, 3) ist
h(t) = f(t-a,t-0) = af3t?/(a®+ B*?), also h(0) = 0, d.h. die Richtungsableitungen sind
alle 0. Trotzdem ist f nicht differenzierbar bei 0, denn die Ableitung kann nichts anderes
als 0 sein, aber der Fehlerfaktor in der Differenzierbarkeitsdefinition r(h) := | f(0 + k1,0 +
ha) — f(0,0) —0|/|h| ist nicht stetig bei (h1, ha) = (0,0) mit Wert 0: Zu h(t) := (t2,t) ergibt

sich limy_o r(h(t)) = 1.

Das Beispiel zeigt, daf nicht einmal aus der Existenz aller Richtungsableitungen von f in
0 die Differenzierbarkeit in 0 folgt. Die Tatsache, dafl die partiellen Ableitungen von f die
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Matrix (beziiglich der Standardbasis) der Ableitung df liefern, falls f differenzierbar ist,
bedeutet daher nicht, dafl die Existenz der partiellen Ableitungen die Differenzierbarkeit
zur Folge hat. Wir werden jedoch zeigen konnen: Falls die partiellen Ableitungen von f
bei a € R? existieren und stetig sind, so ist f auch differenzierbar bei a.

Da die Bedeutung der Kettenregel gar nicht genug unterstrichen werden kann, verallge-
meinere ich mit ihr den eindimensionalen Schrankensatz:

Schrankensatz. Hat man eine Schranke L > ||df| fiir die Norm der Ableitung von f
zumindest lings der Verbindungsstrecke von p nach ¢ € R?, so folgt

|f(p) = f(@)| <L-[p—gql

Beweis. Parametrisiere die Verbindungsstrecke, d.h. ¢(t) :=p- (1 —t) + ¢ - t und definiere
h(t) := f(c(t)). Dann ist erstens h(1) — h(0) = f(q) — f(p). Vor allem aber folgt aus der
Kettenregel:

h=df |.-¢, also die Schranke L - |q—p| > |h(t)].

Daher folgt aus dem 1-dimensioanlen Schrankensatz die Behauptung:
£(q) = f(p)] = |h(1) = h(0)| < Schranke (|2]) - (1 —0) = L-|q — p|.

Beweis der Kettenregel
Tatséchlich ist der Beweis der mehrdimensioanlen Kettenregel nicht schwieriger als fiir
eindimensionale Funktionen. Da die Bedeutung der Kettenregel fiir die mehrdimension-
ale Differentialrechnung jedoch erheblich grofler ist als im eindimensioanlen Fall, habe ich
einige Konsequenzen zuerst besprochen, damit die Einfachheit des Beweises nicht zu einer
Unterschatzung der Kettenregel fithrt. Zunéachst besagt die Differenzierbarkeit von ¢, daf3
man zu jedem €. > 0 ein 6. > 0 finden kann so, daf} gilt:

[t —to| <. = |e(t) —c(to) — ' (to) - |t — to] < €c-t — tol-
Mit der Dreiecksungleichung ergibt das
[t —to] <8 = [e(t) — clto)| < (I¢/(to)] + ec) - |t — tol.

Daher kann §. noch so verkleinert werden, dal man x = ¢(t), 2o = ¢(tg) in die Differen-
zierbarkeitsdefinition von f (bei gegebenem cy) einsetzten kann.

Zu jedem ey > 0 gibt es ein 6y > 0 so, dafs
[z —xo| <05 = [f(2) — f@0) — dfay - (x — 20)| < €5 - |2 — w0l
Also konnen wir §,. so wahlen daf:
[t = to] < 6c = [c(t) — c(to)| < 0f =
[f(e(t)) = f(e(to) = dfleqeo) - (c(t) = e(to))] < €5 - (' (o) + €c) - [t — tol-
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Hierin wird ¢(t) — c(to) = ¢/(to) - (t —to) + Fehler eingesetzt und ||df|| - |Fehler| < ||df|| - €. -
|t — to| mit der Dreiecksungleichung zu den {ibrigen Fehlern geschlagen. Damit schliellich:

£ to] < de = |F(e(t)) — F(e(to)) = df Loy €/ (t0) - (£~ t0)] <
(e 1/ (ko) + €0) + ec - dfeqe ) - It = tol.

Damit ist die Kettenregel bewiesen. Vergleichen Sie bitte die Ahnlichkeit mit den fritheren
Beweisen.

9. Ausdehnung auf F : RY — R

Wir hatten keine Miihe, die Differentialrechnung von Funktionen f : R — R auszudehnen
auf Kurven ¢ : R — R?, weil eine Kurve in R¢ einfach durch d Funktionen gegeben ist.
Ebenso einfach ist die Ausdehnung der Differentialrechnung von Funktionen f : R — R
auf Abbildungen F : RY — R¢, denn eine solche Abbildung wird durch e Funktionen
(F1,...,F°) :R? — R gegeben.

Definition. F : RY — R€ ist differenzierbar bei a € R?, wenn es eine lineare Abbildung
(genannt Ableitung) TF, € Hom(R? R¢) gibt, die die Differenz F(a + h) — F(a) geniigend
gut approximiert: Zu jedem € > 0 gibt es § > 0 so, dafl

heR% W <8=|F(a+h)—F(a)—TF,-h| <e€-|h|

Bei den Beweisen der Differentationsregeln sind keine Anderungen nétig, auer daf man
beim Beweis von Produktregeln fiir das betrachtete Produkt e wissen muf:

v,w,vew € R R RS = |vew| < Clv| - |wl.

(Die Konstante C ist in den meisten Féllen 1).

Aulerdem hat man wieder die partiellen Ableitungen, die beziiglich der Standardbasen von
R¢ und R€¢ die Matrix von T'F, liefern:

1 1
T (@), ooy (@)
Far(a), ooy Gr(a)

Diese Matrix heiflit Jacobi-Matrix von F' bei a. Wir haben wieder die Warnung: Die
Existenz der partiellen Ableitungen geniigt nicht, um die Differenzierbarkeit von F' zu
garantieren. Umgekehrt, falls T'F, existiert, so ist die Jacobi-Matrix eine bequeme Metho-
de, um TF, auszurechnen.

Abweichende Konventionen. Im Fall e = 1 hatten wir zwei verschiedene Kalkiile zur
Beschreibung der Ableitung von f, die linearen Abbildungen df, € Hom(R? R) und die
Gradienten, also die Vektoren gradf(a) € R?. Diese waren durch die einfache Beziehung
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dfa(h) = (gradf(a), h) verbunden. Fiir e > 1 ist es nicht iiblich, die Gradienten gradF"(a)
der Koordinatenfunktionen zu betrachten; die Zeilen der Jacobi-Matrix sind die Matrizen
der linearen Abbildungen dF* € Hom(R% R), k=1,...,¢

Eine wirkungsvolle Quelle fiir Verwirrungen ist die Tatsache, daf} die partiellen Ableitungen
als Komponenten %fl, ce gm_]; der Zeilenmatrix fiir df, € Hom(R¢,R) bei Verwendung
einer Orthonormalbasis dieselben Zahlen sind wie als Komponenten der Spaltenmatrix
fiir gradf(a) € R Erst bei Koordinatenwechseln, z.B. Polarkoordinaten, verhalten sich
die Komponenten von df und grad f verschieden.

10. Zwei Satze ohne eindimensionale Vorbilder, iiber stetige partielle Ableitungen
und tiber Symmetrien héherer Ableitungen.

Zunichst erledigen wir ein offen gebliebenes Problem durch den

Satz. Die partiellen Ableitungen 8—f, j =1,...,d seien in einer Umgebung von a € R?
stetig. Dann ist f in a dzﬁerenzzerbar
Beweis. Es sei h* = ZJ b} ey und a, = a + Z]  hYoej,n =0,...,d. Zu jedem
gegebenem e > 0 wéhle (wegen der vorausgesetzten Stetigkeit) § so, dafl
of of .
h| <= h)— ——(a)|<e j=1,...,d.
i <o= | St h) - o) < )
also auch
of of of
Y ay—e< L arn <2l
oz, (a) —e oz, (a+h) oz (a) + €

Mit dem Schrankensatz gilt daher fiir j =1,...,n

0
\ﬂ%»—ﬂ%4>—agwwh;sew@L

Diese Ungleichungen konnen wir mit Hilfe von

Y (flan) = flan—1)) = fla+h*) — f(a)

n=1

zusammensetzen zu

d
|f(a+h*) Za—f ) Wi < e th*\<e Vd- b

Die Fehlerabschéatzung zeigt, dafl f differenzierbar ist und daf} gilt

27



~ of
dfa(d> hj-e)) :Za— h;.

Anwendung. Wenn die partiellen Ableitungen nicht nur existieren sondern auch stetig
sind, dann existiert die Ableitung df und ihre Zeilenmatriz ist durch die partiellen Ableitun-
gen gegeben.

Ho6here Ableitungen

Fir Funktionen f : R — R ist die Ableitung wieder eine Funktion f’ : R — R. Daher ist der
Begriff der zweiten Ableitung nicht schwieriger als der ersten. Fiir Abbildungen F : R? —
R¢ ist die Ableitung an der Stelle a eine lineare Abbildung T'F, € Hom(R%, R¢); daher ist
die Ableitung eine Abbildung TF : R? — Hom(R%, R¢), also ist T'F eine Abbildung in einen
hoherdimensionalen Vektorraum als F' es war, F' : R — R¢. Dadurch entstehen zwar keine
begrifflichen Probleme beim Weiterdifferenzieren, aber wegen der langen eindimensionalen
Erfahrung mufl man sich daran gewohnen, daf§ T'F' eine hoherdimensionale Abbildung ist
als F.

Insbesondere ist die zweite Ableitung an einer Stelle a eine lineare Abbildung

T?F, : RY — Hom(R<, R®).

Dies wird zunichst etwas iibersichtlicher gemacht, weil jedes ® € Hom(R?, Hom(R%, R¢))
eine bilineare Abbildung ® € Bilin(R%, R¢) liefert durch die naheliegende Definition

(v, w) := ®(w)(v) (beachte ®(w) € Hom(RY, R¢)).

Umgekehrt ist auch & durch ® bestimmt, nédmlich durch dieselbe Formel. Man fafit mei-
stens die zweite Ableitung T?F, als bilineare Abbildung auf; in den Bezeichnungen wird
der Unterschied zwischen ® und @ selten gemacht. Damit sind wir vorbereitet fiir einen
harmlos aussehenden Satz von auflerordentlicher Tragweite:

Satz (H.A. Schwarz) iiber die Symmetrie der zweiten Ableitung
F :R? — R® sei zweimal differenzierbar. Dann ist T?F symmetrisch, d.h.

T?F(v,w) = T?F(w,v).

Beweis. Wir benutzen erstens die Definition der Ableitung von TF : R? — Hom(R?, R¢)
bei a € R%: Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0 so, daf

veRY || <8 = || TFypy — TF, — T*F, -v|| < € |v].

Zweitens, die Kurve 7(t) := F(a+h +t-k), h,k € R% hat nach der Kettenregel die
Ableitung 7(t) = TFaypyt.k - k. Fiir |h| 4 |k| < 6 folgt aus der ersten Ungleichung;:
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|7(t) = TFy -k —T*Fy(h+t-k, k)| <e-(|h| + |k]) - |K].
Weil die linke Seite offenbar Ableitung von t — 7(t) —TF, -t-k—T*F,(t-h+0.5t* - k, k)
ist, liefert der Schrankensatz (0 <t¢ < 1):

1
|F(a+h+k)—F(a+h)—TF, - k—T?F,(h,k) — 5:/”211«;(/{,1{)\ <e-(|h|+ |Kk]|) - |kl

Dies gilt insbesondere auch fiir h = 0. Aus der Differenz dieser beiden Ungleichungen fallen
die Ableitungsterme, die h nicht enthalten, heraus, und aus der Dreiecksungleichung folgt

|IF(a+h+k)—F(a+h)—F(a+k)+ F(a) — T?*F,(h, k)| < e-(|h| +2|k|) - |k].
Diese Abschatzung kann fiir s-h, s-k und 0 < s < 1 benutzt werden. Nach Division durch

s2 haben wir

Fla+sh+s-k)—F(a+s-h)—F(a+s-k)+ F(a)

2
5 —T°F,(h, k)| <e-(|h|+2|k|) - k|

S

Also ist der Grenzwert fir s — 0 der linken Seite 0, d.h. wir haben eine in h und &
symmetrische Formel fiir T2F, (h, k) erhalten.

Anwendung. Wir zeigen mit einer Folgerung aus dem Satz von Schwarz, daf§ der mehrdi-
mensionale Hauptsatz der Differential-und Integralrechnung auf U’berraschungen stoft.
Eindimensional hat jede stetige Funktion eine Stammfunktion. Wir fragen jetzt, welche
Vektorfelder F : R — R? Ableitungen, also Gradienten, sind. Aus der Annahme F =
gradf folgt fiir die Ableitung TF', weil sie zweite Ableitung von f ist, aus dem Satz von
Schwarz : TF, ist ein symmetrischer Endomorphismus fiir jedes a € R%. Nur Vektorfelder
mit dieser sehr speziellen Eigenschaft haben eine Chance, Gradientenfelder zu sein. Unter
milden Zusatzvoraussetzungen ist das dann tatsachlich der Fall.

11. Extremwerte 1

Wir verallgemeinern mit der Kettenregel eine notwendige Bedingung fiir Extremwerte aus
dem 1-dimensionalen Fall.

Voraussetzung: f : R¢ — R sei differenzierbar und f habe in a ein lokales Maximum, d.h.
es gibt d > 0 so, daB fir |z —a| < 4§ gilt f(x) < f(a).

Notwendige Bedingung fiir eine Extremeum bei a: gradf(a) = 0.

Beweis. Sei v € R%, |v| = 1, ein beliebiger Einheitsvektor. Betrachte die Funktion f lings
der Strecke c : [8,0] — R?, ¢(t) := a+t-v. Dann hat h := foc: [-0,6] — R in 0
ein Maximum, d.h. A'(0) = 0. Aus der Kettenregel folgt 0 = h'(0) = (gradf(a),¢(0)) =
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(gradf(a),v). Hieraus folgt gradf(a) = 0. (Es geniigt, 0 = (gradf(a), ex) fur die Vektoren
einer ON-Basis zu wissen, v = eq,...,eq).

Leider ist dieses Kriterium nicht so haufig wie im eindimensionalen anwendbar. Als wir
einen Eigenvektor fiir einen symmetrischen Endomorphismus A € Hom(R?, R%) gesucht
haben, haben wir ein Extremum der quadratischen Funktion f : x — (A -z, z) nicht auf
R? sondern auf der Einheitsspére in R? gesucht. Die Hilfskurven ¢ im obigen Beweis miissen
also auf der Einheitsshare liegen. Erinnerung: a und v 1 a waren Einheitsvektoren, dann
ist ¢(t) :=a-cost+ v -sint eine Kurve mit |c(t)| =1, ¢(0) = a, ¢(0) = v. Wie oben folgt:

0 = (gradf(a),c(0)) = (2- A-a,v).

Da v ein beliebiger Einheitsvektor | a war, folgt A - a proportional zu a, oder etwas
anschaulicher: gradf(a) mufl an der Stelle a senkrecht zur Einheitssphére sein.

Das an diesem Beispiel geschilderte Verfahren heifit “Extremwertbestimmung unter Neben-
bedingungen”. In dieser Form, also “mit Nebenbedingungen”, treten Extremwertfragen im
hoherdimensionalen Fall in der Regel auf. Wir benotigen die Ergebnisse des néchsten
Abschnitts, um die eben angefangenen Ideen zu Ende fiihren.

12. Der Umkehrsatz

Fiir lineare Gleichungssysteme hat man eine iibersichtliche Losungstheorie und auch Ver-
fahren, die die Losungen finden. Im nichtlinearen Fall mufl man sich mit Teilresultaten
zufrieden geben. Betrachten Sie als Beispiel Polynome vom Grad d mit d gegebenen Null-
stellen. Offenbar sind die Koeffizienten ag,...,aq_1 leicht zu berechnende Funktionen der
Nullstellen. Kann man auch umgekehrt die Nullstellen als Funktionen der Koeffizienten
auffassen? Fiir das Beispiel 22 — ay = 0 geht das in einer Umgebung von ag = 0 offenbar
nicht, aber fiir einfache Nullstellen wird es sich als richtig erweisen. Zumindest in kleinen
Umgebungen: die Koeffizienten der Polynome (x —e®?)- (z +¢€*%), 0 < ¢ < 7, hiingen offen-
bar stetig von ¢ ab, aber da die "erste” und die "zweite” Nullstelle bei ¢ = 0 und bei p = 7
vertauscht worden sind, kann man die Nullstellen nicht als Funktionen der Koeffizienten
erwarten, jedenfalls nicht auf dem ganzen Intervall 0 < ¢ < 7.

Den durch diese einfachen Beispiele aufgezeigten Schwierigkeiten trigt der Umkehrsatz
Rechnung, tatsachlich behauptet er so viel, wie man auf Grund dieser Beispiele noch hoffen
kann. Leider kommt noch ein weiteres Problem hinzu. Wenn eine komplizierte Abbildung
F : R? — R? gegeben ist, dann kennt man den genauen Wertebereich nicht, d.h. man
weif nicht, ob es zu einem ”interessanten” ¢ € R? (= Bildraum) ein p € R¢ mit F(p) = ¢
gibt. Bei linearen Abbildungen wird dies durch die Bedingung det # 0 positiv entschieden
und zwar schon bevor man die Losung oder das Urbild p tatsachlich gefunden hat. Bei
nichtlinearen Abbildungen (auch: Gleichungssystemen) gibt es kein solches Kriterium und
die Frage bleibt unbeantwortet. Der Umkehrsatz leistet nur das folgende: Wenn man ein
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Paar (p,q) mit F(p) = q schon hat, dann gibt es ein anwendbares Kriterium, aus dem
folgt: Fir gentigend kleine w gibt es Urbilder von q + w. Auflerdem gibt es Verfahren,
um ein Urbild p + v mit v nahe 0 zu finden, also F(p + v) = q¢ + w. Allerdings sieht der
Umkehrsatz nur im Vergleich mit der linearen Theorie schwach aus; die Ausgangsfrage ist
im nichtlinearen Fall so viel schwieriger, dafl die Aussage des Umkehrsatzes ein so niitzliches
Ergebnis ist, dal der Umkehrsatz zu den meistzitierten Sétzen gehort (jenseits der linearen
Theorie oder eindimensionaler Situationen).

Umkehrsatz. Gegeben sei eine stetig differenzierbare Abbildung F : R? — R?. Ein Paar
(p, q) mit F(p) = q sei bekannt. Ferner sei das aus der linearen Theorie bekannte Kriterium
erfiillt: det(T'F},) # 0 (d.h. T'F), ist invertierbar). Dann gilt:

Es gibt eine differenzierbare Umkehrabbildung G von einer kleinen Umgebung von ¢ auf
eine Umgebung von p, d.h. es gibt € > 0, so dal |w| < e = F o G(q+ w) = g+ w. Fir die
Ableitung gilt : TGyt = (TF,40) "', wie die Kettenregel erwarten 148t.

Beweis. Wir wollen zu geniigend kleinem w eine kontrahierende Abbildung auf einer
Cauchy-vollstandigen Umgebung von p finden, deren Fixpunkt Urbild von ¢4 w ist. Um die
Bezeichnung zu vereinfachen, betrachten wir die Abbildung F:z— (TF,) Y (F(z+p)—q).
Aus den Voraussetzungen folgt F (0)=0,T ﬁo = id. Nun wird zu gegebenem w eine Ab-
bildung ®,, definiert durch:
B (v) := v — F(v) + w.

Offenbar gilt fiir einen Fixpunkt v = ®,,(v) wie gewiinscht F(v) = w (und damit F(p+v) =
q+TF,w). AuBerdem ist T®,,|,—0 = 0, d.h. ®,, ist wegen der Stetigkeit von TF sicher nahe
0 kontrahierend (Schrankensatz). Die verbleibende Arbeit des Beweises besteht also darin,
eine Umgebung von 0 zu beschreiben, die durch ®,, kontrahierend in sich abgebildet wird.
Da TF stetig ist, gibt es ein r > 0 so, daf8 aus [v| < 2r folgt |[T®,,, | = ITE, — TEy| < z.
Damit folgt fiir jedes w mit |w| < r:

[0 < 2r = [y (V)] < [Puy(v) = Pw(0)] + [P (0)] < 5 - o] + o] < 2r,

N | —

mit anderen Worten: ®,, bildet die abgeschlossene Kugel vom Radius 2r %—kontrahierend
in sich ab. Das Kontraktionslemma liefert also einen eindeutig bestimmten Fixpunkt von
®,, in dieser Kugel. Da der Fixpunkt Urbild von w ist, nennen wir ihn G(w):

G(w) = ,(G(w), F(G(w)) =w.
Welche Eigenschaften hat G?7 Fiir die %—kontrahierenden Abbildungen ®,, gilt
[P, (V) = Puy (V)] < Jwr —ws.

Wir hatten schon bei den gewthnlichen Differentialgleichungen gesehen, dafl daraus fiir die

Fixpunkte folgt
Wy — W2

1
1—=3

|G(wr) = Gwa)| <

=2- ‘wl —U)2|,
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die Umkehrabbildung ist also 2-dehnungsbeschrankt. Daher kann man wie im eindimensio-
nalen Fall die Differenzierbarkeit von G' “durch Einsetzen” aus der Differenzierbarkeit von
F folgern: Zu jedem € > 0 gibt es § > 0 so, dafl

vy — 2| <6 = |F(va) — F(v1) — TFy, - (va —v1)| <€ |vg — v1]

Jetzt wahle |wy|, |lwe| <7, Jwy —wa| < %g Dann ist |G(w1) — G(ws)| < 0, wir diirfen also
einsetzen:

1~ ~ ~ ~
w1 —we| < 560 = |F(G(we)) = F(G(w1)) = TF, - (Glwz) = G(wn))|
= |1U2 — W1 — Tﬁvl . (G(’lUQ) — G(wl))| S €- |G(w2) — G(w1)| S 2¢€ - |w1 — ’LU2|.
Da die lineare Abbildung Tﬁvl invertierbar ist, gilt schliellich:

1~ ~ ~ ~_
lwy — we| < 55 = |(TFy,) L. (we —wy) — G(ws) + G(wy)| < 2e- ||TFU11H - Jwg — wr .

Das ist die Differenzierbarkeit von G' mit TG, = (T ﬁg(wl))_l.

Zusammenhang mit Differentialgleichungen.

Wenn man fiir mehr als ein w ein Urbild berechnen will, kann folgender Zusammenhang
mit gewohnlichen Differentialgleichungen helfen. Z.B. sei im Bild die Kurve ¢(t) := g+1t-w,
0 <t <1, gegeben. Fiir die Urbildkurve gilt:

F(p(t)) =q+t-w, TFyu - p(t) =w.
Daher ist die Urbildkurve Losung der gewohnlichen Differentialgleichung
P(t) = (TFp) ™" - w, p(0) = p.

(Diese Bemerkung gewinnt an Uberzeugungskraft, wenn man schnelle Verfahren zum Losen
von Differentialgleichungen kennt.)

Mehr Variable als Gleichungen, der Satz iiber implizit definierte Abbildungen.

Wir wollen folgende Situation aus der Linearen Algebra auf den nichtlinearen Fall aus-
dehnen. Gegeben seien lineare Abbildungen

A € Hom(R%, R?%), B € Hom(R¢,R%), det A # 0.
Gelost werden soll zu gegebenem b € RY, u € R®
A-x+B-u=hb.
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Das wird durch z = A~!(b — B - u) erreicht. Wir bekommen also eine Abbildung ® : u —
xr = A7Yb — B - u), die zu jedem u eine Losung x = x(u) liefert. In der angestrebten
nichtlinearen Situation ist auch das '+’ in A-x + B - u nichtlinear. Der Zusammenhang mit
dem Umkehrsatz wird dann deutlicher, wenn wir schreiben:

() ()=(0) (3) -(% ")

SchlieBlich wird die erwiinschte Ahnlichkeit mit der linearen Algebra noch dadurch vor-
bereitet, dafl wir den Begriff der partiellen Ableitung etwas erweitern:

Gegeben sei eine differenzierbare Abbildung
F:RIxR® =R/, (z,9) — F(z,y).
Fiir jedes feste y € R® haben wir die partielle Abbildung F}(z) := F(x,y). Wie definieren:
Ty F(y,) = TFi|, € Hom(RY RY).

Entsprechend bei festem x : F5(y) := F(x,y), ToF := TF,. Die Differenzierbarkeit von F’
liefert nun fiir a = (x,y) € R? x R
Zu jedem € > 0 gibt es 9 > 0 so, daf
la| <0 =[F(z+ hi,y) — F(z,y) = T1Fzy) - ha| < €-[h]
\F(:z:,y+ h2) - F(:c,y) — TQF(x7y) : hg’ <e- ‘hg‘
|F(z + hi,y + he) — F(z,y) = TFgy) - hl <€ |h|

also mit der Dreiecksungleichung wie erwartet

TF(x’y) -h = TlF(a:,y) -hi + TQF(x’y) - hs.

Satz iiber implizit definierte Abbildungen.

Gegeben sei die stetig differenzierbare Abbildung F : R% x R¢ — R und ein Tripel g, ug, bo
mit F'(zg,uo) = bp. Analog zur linearen Situation sei die partielle Ableitung T F,, ., €
Hom(R?,R?) invertierbar — Kriterium: det(T} F(y, 4y)) 7 0. Dann gilt:

Es gibt eine differenzierbare Abbildung ® : R® — R mit F(®(u),u) = bg. Deren Ableitung
erfiillt TlF(<I>(u),u) -T®, + T2F(@(u)7u) = 0 oder

T, = —TlF(q)(u),u))_l . TQF(<1>(U)7U)'
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Beweis. Wir konnen zg = 0,ug = 0,bp = 0 annehmen. Wie angekiindigt wird F' zu einer
Abbildung F : R? x R® — R? x R¢ ergéinzt durch die Definition:

Fz,u) = (F(x’w).

u

Dann ist

~ _ (TiF0 T2F0,0
TFo0 = ( 0 id
invertierbar, also der Umkehrsatz anwendbar. Wir finden also G : R x R¢ — R% x R® (in
einer Umgebung von (0, 0)) mit F(G(y,u)) = (y,u) € R xR¢. Es folgt F(G(0,u)) = (0, u).
Wir bezeichnen mit G4, G, die beiden Komponentenabbildungen von G:

Gy, u) = (Ga(y, u), Ge(y,u)) € R? x RE.

Damit kommen wir zu den Ausgangsbezeichnungen zuriick:

~ [ F(G4(0,u),Ge(0,u)) (0

F(G(0,u)) = ( G.(0,) =)
Daher ist ®(u) := G4(0,u) die Abbildung mit den Eigenschaften des Satzes. Die Differen-
zierbarkeit von G folgt aus dem Umkehrsatz, daher 148t sich die Ableitung von ® aus der
Kettenregel berechnen, wie im Satz angegeben.

Auch hier 188t sich die Abbildung ® o u(t) lings gegebener Kurven u(t) in R® als Losung
einer Differentialgleichung gewinnen. Kiirze ab z(t) = ®(u(t)), also F(z(t),u(t)) = 0.
Dann erfiillt die Urbildkurve ¢ — z(t) zu der gegebenen Bildkurve ¢ — u(t) die Differen-
tialgleichung

. —1 .
2(t) + (TiFayue)) TeFaw ) @) = 0.

Zusammenfassung. Der Satz iiber implizit definierte Abbildungen sagt insbesondere,
dafl zwei Sorten Teilmengen euklidischer Rdume in der Regel dieselben sind (die Ausnah-
men kommen von der Voraussetzung det # 0 im Satz). Erstens koénnen wir Graphen
von Abbildungen ® : R® — R? betrachten, sogenannte parametrisierte Teilmengen
{(®(u),u) € R x R%u € R°}. Zweitens konnen wir Losungsmengen von Gleichun-
gen betrachten, also {(z,u) € R% x R¢ F(x,u) = 0 € R?}. Ist die erste Beschreibung
gegeben und die zweite gesucht, so definiere F'(z,u) := x — ®(u); ist die zweite gegeben,
so konnen wir in einer Umgebung von Punkten (g, ug) mit F(xo,up) = 0 und T1F(; )
invertierbar mit Hilfe des Satzes iber implizit definierte Abbildungen eine parametrisierte
Beschreibung gewinnen.
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Extremwerte 11

Diese Teilmengen treten bei der Extremwertbestimmung unter Nebenbedingungen auf.
Falls die Nebenbedingung eine parametrisierte Teilmenge M ist und Extremwerte von f|ns
gesucht werden, so braucht man nur h = fo® im Definitionsbereich der Parametrisierung zu
untersuchen, also gradh = 0. Dies ist die bequemere Variante, sofern man eine Parametri-
siterung kennt. Im anderen Fall mufl man im Prinzip dasselbe tun, ndmlich Kurven ¢ durch
den hypothetischen Extremalpunkt a betrachten, Kurven, die die Gleichungen erfiillen:

F(z(t),u(t)) = 0 oder F7(x(t),u(t)) =0, j=1,...,d.

Die Tangentialvektoren ¢ dieser Kurven sind wegen der Kettenregel senkrecht zu den d
Vektoren gradF7(a). Gesucht (aber noch nicht gefunden) ist die Stelle a, an der gradf(a)
senkrecht zu all den erlaubten Kurven c ist. Das fiithrt nun zu einer brauchbaren For-
mulierung: An einer Extremstelle a mul gradf(a) Linearkombination der Gradienten
gradF7 (a) sein, also ist a zu bestimmen aus

d
Fi(a)=0, (j=1,...,d) und gradf(a):Z/\j-gradFj(a)GRdee.

j=1
Dies sind 2d+ e Gleichungen fiir die (d+e) Komponenten ay, ..., a4+, von a und fiir die A;,
7 =1,...,d, die sogenannten Lagrangeschen Multiplikatoren. Diese Formulierung erlaubt

also, ein Gleichungssystem fiir die Extremstelle a aufzustellen, ohne die Nebenbedingungen
zu parametrisieren. Das ist manchmal eine grofie Vereinfachung.

Beispiel. Es sei a € (0,2). Wir suchen das Maximum der Funktion f(x,y) = 2% - y?>~¢

unter der Nebenbedingung F'(x,y) : 2 + y? = 1 im ersten Quadranten 0 < 2,0 < y.
Sei m dieses Maximum, dann haben wir damit z® - >~ < m - (22 + y?) gezeigt, eine
Verallgemeinerung von z - y < 3 (2% + y?).

1.) Parametrisiere die Nebenbedingung:
r = cost, y =sint, 0 <t < § (oder auch x = z, y = V1 — 22). Suche das Maximum von
h(t) = f(cost,sint) = (cos)® - (sin)?~%. Differenzieren gibt

h(t) = (cos)® ! (sint)! = - (—asin®t + (2 — a) cos® t)
22—«
2

; 1
h(t)=0 = cos2t:%,sin2t: ) m:maxfzi\/aa~(2—a)2—a.

Cea—1 o 2—«
2) Berechne gradF'! = (3";)7 oradf = (( o-x Y )

2_a).xo¢_y1—a

und lose die drei Gleichungen fiir x, y, A:
2> +y? =1, grad f = X\ gradF*.
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Also
2?2+ =1, )\~2x:a-xo‘_1-y2_a,)\-2y:(2—(1)-:1:0‘-3/1_0‘,

oder

z*+y =1, 2)\—a<x> 20 = (2 a)(y) )

oder ) 5
2 2 o Y 2 O o —Q
—1,1= (—) Calsoa? = 2 42 = .
oty 5P . also x 5 Y 5

3) Warum nimmt f an der berechneten Stelle ein Maximum an, obwohl nur notwendige
Bedingungen benutzt wurden?

f ist am Rande des Definitionsbereichs 0 und sonst > 0. Als stetige Funktion besitzt f
ein Maximum, notwendig im Innern des Definitionsbereichs. Dort muf notwendig A(t) = 0
bzw. gradf = X -gradF! sein. Da das aus diesen notwendigen Bedingungen gefolgerte
Gleichungssystem nur eine Losung hat, mufl an dieser Stelle das Maximum vorliegen.

13. Kurvenintegrale

Die hoherdimensionale Integralrechnung muf} bei einem einjahrigen Mathematikkurs leider
zu kurz kommen. Einen Schritt in dieser Richtung wollen wir jedoch noch machen. Es sei
also eine Funktion f : R — R gegeben. Wollen wir auf f mit eindimensionalen Integralen
losgehen, so bleibt uns nichts anderes iibrig, als f lings Kurven c : [a, b] — R? zu betrachten.
Ein erster Versuch wire, [ := f; f(c(t)) dt als Integral von f léngs ¢ anzusehen. Erfahrung
hat gezeigt, daf ein solches Integral erstaunlich wenig niitzt. Zunéchst sind kaum andere
Definitionsmoglichkeiten zu sehen. Experimentieren wir also etwas mit endlichen Summen,
statt fertige Formeln raten zu wollen.

Wenn wir an die Definition der Bogenlange von ¢ mit Hilfe von Sehnenlangen denken, dann
werden wir bei einer “Riemann Summe” von f langs ¢ — unter Benutzung einer Einteilung
T,a=t) <ty <...<t,=>bund Zwischenstellen 7; € [t;_1,t;] — wohl zuerst an die
Summe

R8.(f) = Zf(C(Tj)) - (e(ty) — e(tj-1))

denken. Diese ist nun nicht Riemann Summe fiir das oben versuchsweise hingeschriebene
Integral sondern fiir

L) = [ flelt) - éte) d. ()

Auf dem Hintergrund Ihrer Vorkenntnisse ist das zusétzliche Auftreten von ¢(t) im Inte-
granden wenig plausibel, aber es verbessert das Verhalten des Integrals in unglaublicher
Weise:

Satz Der Wert des Integrals I.(f) in (%) &ndert sich nicht, wenn die Kurve ¢ monoton
reparametrisiert wird. Genauer:

36



Sei p : [, B] — [a, b] stetig differenzierbar und monoton wachsend. Sei ferner v := co p :
[, B] — R%, so gilt (mit Definition (*))

Beweis. Der Beweis folgt aus der Kettenregel. Zunéchst sei H : [a,b] — R eine Stamm-
funktion der stetigen Funktion h(t) := f(c(t)) - ¢(t). Dann folgt aus dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung I.(f) = H(b) — H(a). Wegen der Kettenregel ist nun
Hop: o, 8] — R eine Stammfunktion des Integranden von I, (f), also von

T — fle(u(7))) - é(u(T)) - A7),

also noch einmal mit dem Hauptsatz
IL(f) =HoupB) — Hopla)=H(b) — H(a) = L.(f)

Diese Uberlegungen kénnen wir ohne Anderungen auf Funktionen f : C — C und Kurven
¢: |a,b] — C anwenden. Da wir fiir viele solcher komplexer Funktionen Stammfunktionen
F:C — C, F' = f kennen, wird das Ergebnis noch erstaunlicher:

Satz Es seien F, f : C — C komplex differenzierbar mit F’ = f. Ferner sei ¢ : [a,b] — C
stetig differenzierbar. Dann héngt I.(f) nur von den Endpunkten von ¢ ab.

Beweis. Nach der (gemischten) Kettenregel ist F' o ¢ eine Stammfunktion des Integranden
h(t) :== f(e(t)) - é(t) von I.(f) und daher

Wenn man sich die Integrale, entsprechend ihrer Definition, als Grenzwerte von Riemann
Summen vorstellt, dann ist schon der erste Satz, also die Unabhangigkeit von der Kur-
venparametrisierung, erstaunlich. Daf3 solche Integrale auch noch vom Verlauf der Kurve
unabhéngig sind (bei unverénderten Endpunkten), ist ganz und gar unerwartet und bedarf
einer Erklarung.

Wir stellen nun eine Frage, die vor den beiden letzten Satzen unverniinftig optimistisch
geklungen hétte: “Konnen wir ein Kurvenintegral von Vektorfeldern so definieren, dafS eine
Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung gilt?” Was soll
das genauer heien? Gegeben sei eine stetig differenzierbare Funktion H : R* — R, deren
Ableitung wir als das Vektorfeld grad H : R — R? ansehen. Konnen wir die Ableitung
so integrieren, daf} sich das Integral als Differenz von Werten von H ergibt? Konnen wir
das Vektorfeld grad H so lings beliebiger stetig differenzierbarer Kurven ¢ : [a,b] — RY
integrieren, daf} sich als Wert des Integrals H(c(b)) — H(c(a)) ergibt, also die Differenz
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der Werte von H in den Endpunkten der Kurve? Aus den vorgehenden Beweisen ensteht
folgender Versuch: Wenn es iiberhaupt gehen soll, dann nur so

b b
H(c(b)) — H(c(a)) = / H(c(t))® dt = / (grad H (c(t)), ¢(t))dt.

Damit sind wir bei folgender
Definition. Gegeben sei ein stetiges Vektorfeld X : R — R? und eine stetig differenzier-
bare Kurve c: [a,b] — R?. Dann wird das Kurvenintegral von X lings c so definiert:

/CX - /;(X(c(t)),c‘(t)) dt.

Natiirlich ist das so gemacht, da3 der Hauptsatz in der vorher formulierten Version gilt.
Aber, die neue Definition ist fiir beliebige Vektorfelder nicht nur hinschreibbar sondern es
gilt auch der

Satz von der Parametrisierungsunabhangigkeit.
Sei p : [, B] — [a, b] stetig differenzierbar und monoton wachsend. Sei ferner v := co p :
[, B] — R? eine Umparametrisierung von ¢, so gilt

/CX:/VX.

Beweis. Ist H : [a,b] — R eine Stammfunktion des stetigen Integranden von fc X, also von
t— (X (c(t)),c(t)), so ist wegen der Kettenregel (!) H o u : [, f] — R Stammfunktion des
Integranden von fv X, also von 7 — (X (v(7)),7¥(7)). Daher gilt

/X:Ho,u(ﬁ)—Ho,u(oz):H(b)—H(a):/X.

Damit haben wir Motivation, Definition und Rechtfertigung des Kurvenintegrals von Vek-
torfeldern erledigt. Wir wenden uns nun der Frage zu, was der Satz von H.A. Schwarz iiber
die Symmetrie der zweiten Ableitung mit dem verallgemeinerten Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung zu tun hat.

Satz iiber Wegunabhangigkeit von Kurvenintegralen

Auf einem konvexen Gebiet G C R? sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld X : G — R?
gegeben. Mit ¢ : [a,b] — G bezeichnen wir stetig differenzierbare Kurven in G. Die
Kurvenintegrale fc X hangen genau dann nur von den Endpunkten der Kurven ab, wenn an
jeder Stelle 2 € G die Ableitung T X, € End(R?) sogar ein symmetrischer Endomorphismus
ist. (Fiir die Definition von “symmetrisch” verwenden wir dasselbe Skalarprodukt auf R,
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Bezeichnung ( , ), das auch in der Definition des Kurvenintegrals [ X benutzt wird.)
In diesem Fall gibt es eine Funktion A : G — R mit grad h = X.

Beweis. Zunachst bestimmen wir, wie stark die Kurvenintegrale von X von den Kurven
abhéngen. Dazu seien ¢; : [a,b] — G, j = 1,2, ci(a) = ca(a) = p, c1(b) = c2(b) = ¢ zwei
stetig differenzierbare Kurven mit gleichen Endpunkten p, q in G. Wir verbinden sie durch
Linearkombination zu einer stetigen Familie

C:10,1] x [a,b] = G, C(s,t) :==(1—35)-c1(t) + s ca(t).

Die Kurven der Schar nennen wir ¢, ¢4(t) := C(s,t). Mit deren Kurvenintegralen definieren
wir eine Hilfsfunktion

h[0.1] = R, h(s) ::/ X:/ (X (cs(8)), &5(1)) dt.

Die Funktion h prazisiert, “wie stark die Kurvenintegrale des Vektorfeldes X von den
Wegen abhangen”. Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung schreiben
wir h(1) — h(0) = fol h'(s) ds. Es ist ein wichtiger (in Abschnitt 5. bewiesener) Satz iiber
Integrale, dafl wir hier A’ durch Differenzieren des Integranden berechnen kénnen:

b
W) = [ oo, euo) de
o Os
= /b (TX‘ -QC(S t) 2C’(s t)) + (X (C(s,1)) 3_20(8 t)) | dt
- Ja Clst) gs g\ " gsot
1
h(1) = h(0) :/ B (s) ds.
0
Ehe wir dies weiterbearbeiten konnen, brauchen wir eine Hilfsformel, die dadurch entsteht,
dafl wir dieselben Uberlegungen auf zwei Kurvenintegrale anwenden, deren Wert wir ken-
nen. Die beiden Kurven o,(s) := C(s,0) = p, op(s) := C(s,1) = ¢ sind nach Definition

sogenannte “konstante” Kurven, Kurven mit Ableitung 0. Da sie durch die differenzierbare
Kurvenfamilie o;, 04(s) := C(s,t) verbunden sind, haben wir

b9
0=0_ /X—/ X:/ _(/ X)dt:
Op Oq aat gt
1

0=
O ixicsen, Lo ) ds ) di
. Ot \ o 0s

Genau wie eben kann unter dem Integral nach der Produktregel differenziert werden:

0= /ab (/01 (o %C(s,t}, %C’(s,t)) + (X (C(s,8)), 8f—;0(s,t)>)ds) dt.
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Dies wollen wir von dem vorher bestimmten Ausdruck fiir A(1) — h(0) abziehen. Dazu
zitieren wir: Erstens kann nach Abschnitt 5. die Reihenfolge der beiden Integrationen ver-
tauscht werden. Zweitens sind nach dem Satz von H. A. Schwarz die zweiten partiellen
Ableitungen von C(s,t) symmetrisch, oder unabhéngig von der Differentiationsreihenfolge.
Daher heben sich die Terme, die zweite Ableitungen von C(s,t) enthalten, beim Sub-
trahieren weg. Ubrig bleibt als Integrand

% ,%C’(s,t}) — (TX‘C(S’t) . % ,%C(s,t».

Diese Differenz ist 0, weil wir die Endomorphismen T'X,, :€ End(R?) als symmetrisch vor-

Jx= )
Co C1

gezeigt. Dariiber hinaus haben wir sogar eine Formel erhalten, die fiir Vektorfelder X,

<TX|C(S’t) - —C(s,1) C(s,t)

ausgesetzt hatten. Damit ist

fir die die 7X, nicht symmetrisch sind, ausrechnet, wie die Wegintegrale von X von
den Wegen (zwischen festen Endpunkten) abhéngen. Diese Formel dffnet den Weg zum
hoherdimensionalen Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Zunéachst zeigt sie
sofort: Wenn p — T'X stetig ist und ein 7X,, nicht symmetrisch, dann gibt es zunéchst eine
kleine Umgebung U von p in der p — T'X,, beinahe konstant ist; als nachstes kann man
in dieser Umgebung Wege mit gleichen Endpunkten wéhlen, so dafl die Kurvenintegrale
von X langs dieser Wege tatsachlich verschieden sind. Ein Blick auf die Behauptungen des
Satzes zeigt, dafl wir alles gezeigt haben bis auf die Konstruktion einer Stammfunktion h
von X.

Wenn wir A mit X = grad h schon hétten, dann wiirde fiir jeden Weg ¢ : [0,1] — G mit
c(0) = p, ¢(1) =z € G wegen Kettenregel (fiir h o ¢) und Hauptsatz gelten:

1
h(x) = hip) + / (X(e(t)), é(t) dt = h(p) + / X. (+)

Daher nehmen wir () als Definition von h. Um fiir diese Funktion h zu zeigen grad h = X,
betrachte eine beliebige Kurve v : [1 — 4,14 6] — G mit (1) = x. Zur Definition von h(z)
konnen wir eine beliebige Kurve ¢ von p nach x wahlen. Wir machen es so, daf§ v das
Endstiick von ¢ ist. Nun zitieren wir noch einmal die Unabhangigkeit der Kurvenintegrale
von der Parametrisierung der Kurve, das zeigt
t
We®) =)+ [ X =hip)+ [ Xt 40 e

C [0,t] 0
und daher mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung schlie3lich fiir beliebige
Vektoren ¢(1):

(hoc)*(1)
also grad h(x) = X (z).
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