WS 20034 Blatt 3 31.10.2003
Analysis 111

Dozent: Hermann Karcher Assistent: Georg Biedermann
Aufgabe 3.1 Gradient, implizite Funktionen und Extrema
Wir definieren folgende Funktionen:

flx,y) =2*(1 = 2%) —y* und F(z,y,2) = f(z,9)* + 2°

(a) Geben Sie die Menge an, auf der der Gradient von F' verschwindet. Zu welchen Niveaus
von F' gehort diese Menge?

(b) Suchen Sie sich ein Stiick im Komplement dieser Ausnahmemenge und parametrisieren
Sie es als Graph einer Funktion.

(¢) Betrachten Sie die Niveaufliche F(z,y,z) = 5. Welches Gleichungssystem muf man
16sen, um die Funktion [(z,y,2) = = + 2y + 3z zu maximieren? (Sie miissen dieses Glei-
chungssystem nicht 16sen!) Wie viele Losungen hat dies Gleichungssystem ungefihr? Was

haben die Losungen mit den Extremstellen zu tun?
Aufgabe 3.2 Taylor-Polynome

Wir betrachten noch einmal die Funktion F' aus 3.1.

(a) Berechnen Sie das zweite Taylor-Polynom von F' an einer beliebigen Stelle (a, b, ¢) zur
Approximation von F' an der Stelle (a 4+ u, b+ v, c + w).

(b) Begriinden Sie, da das Taylor-Polynom ab einem gewissen Grad mit der Funktion
tibereinstimmt. Ab welchem?

Aufgabe 3.3 Alternierende 2-Formen

(a) Die Menge der alternierenden n-Formen Alt" (k) iiber einem Korper k bilden einen k-
Vektorraum. Berechnen Sie die Dimension von Alt*(R).

Beispiele fiir k-Formen erhalten Sie, wenn Sie in die Determinante n — k feste Vektoren
V1,...,Up_f einsetzen: w(wy,...,zr) = det(xy, ..., Tk, V1, .., Up_k)-

(b) Wir betrachten eine alternierende 2-Form w =} _; wjkdz; A dzry und eine 1-Form
A= Z?:l Aidz;. Wir definieren ihr Dachprodukt A A w durch die Formel

ANAw)(u,v,w) = ANu)w(v,w) + A(v)w(w, u) + AM(w)w(u, v).

Zeigen Sie, dafl diese 3-Form alternierend ist. (“alternierend” ist gebréuchlicher als “schief-
symmetrisch”.)

(c) Nehmen Sie an, dafl w selbst schon von der Form A A A3 fiir zwei 1-Formen Ay und As
ist. Zeigen Sie dann:

A A (A2 AAg) = (A1 Ada) A Az



Aufgabe 3.4 Vektorfelder und 1-Formen
(a) Fiir ein Vektorfeld W : R™ — R™ definieren wir eine 1-Form w wie folgt:
Wy (v) =< W(u),v >

Zeigen Sie die folgenden beiden Gleichungen:

Tww(v) =< T,W,v >=<TW -u,v > (zwei Bezeichnungen fiir dasselbe),

dw(u,v) =< TW -u,v > — <TW -v,u >=<TW -u,v > — < TW" - u,v >
(b) Zu einem Vektor v € R3 definieren wir mit Hilfe des Kreuzproduktes eine lineare
Abbildung R3 — R3. Diese soll auch durch Multiplikation mit einer Matrix A beschrieben

werden:
z—uvXxr=A x

Bestimmen Sie die Matrix A.
(c) Nun sei n=3 und A die schiefsymmetrische Matrix TW — TW' aus (a). Bestimmen
Sie den zugehorigen Vektor v nach (b). Uberpriifen Sie: v = rotW.

Das Niveau {F' = %} der Funktion F' aus 3.1 mit einigen sogenannten Geodétischen, ¢ ~ grad F.



