Kleine AG
Spezielle Holonomiegruppen
am Samstag, den 8. Juli 2006 in Bonn

Organisatoren: Christian Liedtke (D tUsseldorf)
Martin M oller (Essen)

1. EINLEITUNG

Zu einer (kompakten, zusammentgenden und orientierbaremydimensionalen Riemann-
schen Mannigfaltigkei{/, g) gibt es genau einen torsionsfreien Zusammenhépgder mit
der Metrik g vertraglich ist, den sogenannté&evi-Civita-Zusammenhang

Mit V, kann man nun Tangentialvektoren entlang von Schleifen verschieben. Die so entste-
henden linearen Abbildungen erzeugen eine Untergridpgéy) von SO(n), die sogenannte
HolonomiegruppeDiese Gruppe ist nach dem Satz von Borel und Lichnerowicz eine kompak-
te Liegruppe und man sollte eanen, dal3 man durch leichtes "wackeln” an einer gegebenen
Metrik g immer eine Metriky mit Hol(g) = SO(n) erhalten kann.

SeiHoly(g) die Zusammenhangskomponente der Idahtion Hol(g). Nach einem Satz von
deRham kann man annehmen, d&f},(¢) irreduzibel auf dem Tangentialraum van operiert,
da sonst die universelldberlagerung vord/ die Struktur eines Produkts hat, dessen Faktoren zu
den irreduziblen Unterdarstellungen vBnl,(g) korrespondieren. Der Satz von Berger besagt
nun, dal in dieser Situation nur erstaunlich wenige Gruppen als Holonomiegruppen in Frage
kommen:

Theorem 1(Berger) SeilM eine einfach-zusammedaigende, kompakte und orientierbare Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit. FallHol,(g) dann irreduzibel aufl, A/ operiert, so ist eine der
folgenden Aussagen wahr:

(1) Holg(g) = SO(n).

(2) M ist lokal symmetrisch.

(3) M ist kdhlersch undHoly(g) = U(n/2).

(4) M ist kdhlersch, Ricci-flach un#loly(g) = SU(n/2).

(5) Holo(g) = Sp(1)Sp(n/4).

(6) Holo(g) = Sp(n/4).

(7) n = 7undHoly(g) = Go.

(8) n =8 undHoly(g) = Spin(7).

Dal} tatgchlich alle Rlle auftreten ist inzwischen auch in den letzten beidaleR positiv
von Joyce beantwortet worden.

Die Bedeutung dieses Satzag fdie komplexe algebraische Geometrie besteht darin, daf
Holy(g) € U(n/2) aquivalent dazu ist, dal die Mannigfaltigkeit einaifer-Mannigfaltigkeit
ist. Ferner istoly(g) C SU(n/2) aquivalent dazu, daf§*(M) € H?(M, R) verschwindet.

Eine Anwendung des Satzes von Berger ist die folgende Klassifikation, die amgighvon

Beauville und Bogomolov gefunden worden ist.
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Theorem 2(Beauville-Bogomolov) Sei)M eine kompakte &lermannigfaltigkeit mit? (M) =
0. Dann gibt es eine endlichHdberlagerung vonV/, die ein Produkt von Mannigfaltigkeiten ist,
deren Faktoren von folgenden Typen ist

(1) komplexe Tori,
(2) einfach-zusammeghgende Mannigfaltigkeiten niitol(g) = SU(d),
(3) einfach-zusammeghgende Mannigfaltigkeiten niitol(g) = Sp(d).

Je nach Autor und Buch heil3en die Mannigfaltigkeiten im zweitenGakbi-Yauund die im
dritten FallHyperlahler.

Fur die ersten beiden Klassen gibt es eitidld-von Beispielen. Z.B. edit man durch glatte
Hyperfiache vom Grad im P4™ Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten (im Sinne der obigen Defini-
tion) in jeder Dimensior > 3. Die Konstruktion von Hyper&hlermannigfaltigkeiten hingegen
ist um einiges schwieriger.

2. DAS PROGRAMM

1. Vortrag: Zusammenhange, Holonomie und (Ricci-) Kiimmung (45min)

Zunachst sollte an den Levi-CiéitZusammenenhang und seineriiimungstensor erinnert
werden, z.B. [Huy, Abschnitte 2.2 und 2.4] oder [Bes, Kapitel 1B und 1C]. Da kein Mensch den
vollstandigen Kiimmungstensor versteht, erhalten wir durch Spur nehmen die RiGiamiKung,

[Bes, Kapitel 1F].

Dann sollten die Holonomiegruppéivl(g) und Holy(g) definiert werden, mit elementaren
Eigenschaften wie in [Huy, Abschnitt 2.3] oder [Bes, Abschnitt 10.B]. Wir wollen uns auf ir-
reduzible Holonomiegruppen Zickziehen und beitigen den Zusammenhang zu lokalen Pro-
duktstrukturen von Riemannschen Mannigfaltigkeiten, siehe [Bes, Abschnitt 10.D].

2. Vortrag: Liegruppen, (lokal) symmetrische Raume und Spléaren (45min)

Wir bendtigen die Klassifikation von Lie-Gruppen, die transitiv auf der&@pB"~! operieren
([Bes, Example 7.13]). An die Definition aller vorkommenden Liegruppen sollte erinnert werden.
Der Beweis ([Bol] und [BoZ2]) sollte maximal in Form einer Skizze auftreten.

Nun sollte kurz an den Begriff des (lokal) symmetrischen Raums erinnert werden, [Bes, Kapi-
tel 7F] und [Bes, Definition 10.76]. Ein Satz von E. Cartan ([Bes] Theorem 10.72) charakterisiert
lokal symmetrische Bume durch das Verschwinden der kovarianten Ableitung désKmungs-
tensors. Zumindest eine Skizze des Beweis@®wclin. Die Klassifikation von symmetrischen
Raumen viirde eine weitere ’kleine AG’ bénigen.

3. Vortrag: Der Satz von Berger (60min)
Das Ziel dieses Vortrags ist das folgende Resultat, wobei wir dabei Simons’ Beweis [Si] folgen
werden.

Theorem 3 (Berger) Sein = dim M. Wir behalten die bisher einghrten Bezeichnungen und
Konventionen bei. Dann gilt folgendes:

(1) M ist lokal symmetrisch oder
(2) es gibt eind # v € T,M, so dal3 die Bahitlol(g) - v die (n — 1)-dimensionale Sgire
$"~1 vom Radiug|v|| ist.
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Dazu geht man wie folgt vor: Der Satz von Ambrose-Singer ([Bes, Theorem 10.58]) sagt, daf3
die Lie-Algebra der Holonomie-Gruppe von Konjugaten von Ricdifkimungstensoren erzeugt
wird. Wenn (2) nicht gilt mdchte man zeigen, dal’ diese verschwinden uhdolglich lokal
symmetrisch ist. Zentral ist dabei Simons Begriff eines saturierten Holonomie-Systems ([Si],
[Bes, Abschnitt 10.H]).

Theorem 1 folgt hieraus und aus dem 2.Vortrag. Wenn noch Zeit bleibt, kann man noch ein
paar Worte zum nicht einfach-zusammangenden Fall ([Bes, Abschnitt 10.1]) sagen.

4. Vortrag: K ahler-Einstein-Metriken und Ricci-Kr tmmung (45min)

Jetzt sollte erkdrt werden, warurkiol(g) C U(d) aquivalent dazu ist, daf3 die Mannigfaltigkeit
kahlersch ist ([Jo, Proposition 4.1]).

Die Ricci-Krummung der Khlermetrik definiert dann ii7?(M, R) genau die Klasse von
c}(M), [Jo, Section 4.4] Diedihrt auf den Begriff der Khler-Einstein-Metrik.

Eine Kahlermannigfaltigkeit)/ mit Ricci-flacher Kahlermetrikg erfillt also (M) = 0.
Ferner gilt danrHol(g) C SU(d), [Ber, Lemma 399] und die Bemerkung zu den Ricci-flachen
Holonomiegruppen in [Jo, Abschnitt 3.5].

Erstaunlicherweise gilt nun auch die Umkehrung, d&R\/) = 0 impliziert, dal es eine
Ricci-flache Kahlermetrik auf) gibt. Dies wurde von Calabi vermutet und von Yau bewiesen,
[V, Theorem 1.5], [Jo, Kapitel 5] und [Bes, Kapitel 11].

5. Vortrag: Der Satz von Bogomolov-Beauvillg(45min)

Am besten nur anskizzieren wie man mit Yau’s Satz [V, Theorem 1.5] und dem Satz von
Berger den Satz von Bogomolov-Beauville (Theorem 2 oben) beweisen kann, siehe [V, Theo-
rem 1.6], [Jo, Theorem 5.4] oder [Bea]. Digghft dann zur Definition von Calabi-Yau- und
Hyperlahler-Mannigfaltigkeiten.

Die Holonomiebedingungen kann man nun algebraisch umformulieren: [Jo, Lemma 4.4], [Jo,
Proposition 4.5] @ir Calabi-Yau’s und [Jo, Theorem 5.11jrfHyperkahlermannigfaltigkeiten.

Falls nun noch etwas Zeit bleiben sollteans es scbn, ein paar Beispieldif Hyperkahler-
mannigfaltigkeiten zu geben: K3's in Dimensi@nund Hilb"(K3) in hdheren Dimensionen
[Huy, Kapitel 21.2] (deren holomorphe symplektische Struktur bekommt man fast geschenkt!).
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