
Kleine AG
Spezielle Holonomiegruppen

am Samstag, den 8. Juli 2006 in Bonn

Organisatoren: Christian Liedtke (Düsseldorf)
Martin M öller (Essen)

1. EINLEITUNG

Zu einer (kompakten, zusammenhängenden und orientierbaren)n-dimensionalen Riemann-
schen Mannigfaltigkeit(M, g) gibt es genau einen torsionsfreien Zusammenhang∇g, der mit
der Metrikg vertr̈aglich ist, den sogenanntenLevi-Cività-Zusammenhang.

Mit ∇g kann man nun Tangentialvektoren entlang von Schleifen verschieben. Die so entste-
henden linearen Abbildungen erzeugen eine UntergruppeHol(g) von SO(n), die sogenannte
Holonomiegruppe. Diese Gruppe ist nach dem Satz von Borel und Lichnerowicz eine kompak-
te Liegruppe und man sollte erwähnen, daß man durch leichtes ”wackeln” an einer gegebenen
Metrik g immer eine Metrik̃g mit Hol(g̃) = SO(n) erhalten kann.

SeiHol0(g) die Zusammenhangskomponente der Identität vonHol(g). Nach einem Satz von
deRham kann man annehmen, daßHol0(g) irreduzibel auf dem Tangentialraum vonM operiert,
da sonst die universellëUberlagerung vonM die Struktur eines Produkts hat, dessen Faktoren zu
den irreduziblen Unterdarstellungen vonHol0(g) korrespondieren. Der Satz von Berger besagt
nun, daß in dieser Situation nur erstaunlich wenige Gruppen als Holonomiegruppen in Frage
kommen:

Theorem 1(Berger). SeiM eine einfach-zusammenhängende, kompakte und orientierbare Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit. FallsHol0(g) dann irreduzibel aufTpM operiert, so ist eine der
folgenden Aussagen wahr:

(1) Hol0(g) = SO(n).
(2) M ist lokal symmetrisch.
(3) M ist kählersch undHol0(g) = U(n/2).
(4) M ist kählersch, Ricci-flach undHol0(g) = SU(n/2).
(5) Hol0(g) = Sp(1)Sp(n/4).
(6) Hol0(g) = Sp(n/4).
(7) n = 7 undHol0(g) = G2.
(8) n = 8 undHol0(g) = Spin(7).

Daß tats̈achlich alle F̈alle auftreten ist inzwischen auch in den letzten beiden Fällen positiv
von Joyce beantwortet worden.

Die Bedeutung dieses Satzes für die komplexe algebraische Geometrie besteht darin, daß
Hol0(g) ⊆ U(n/2) äquivalent dazu ist, daß die Mannigfaltigkeit eine Kähler-Mannigfaltigkeit
ist. Ferner istHol0(g) ⊆ SU(n/2) äquivalent dazu, daßcR1 (M) ∈ H2(M, R) verschwindet.

Eine Anwendung des Satzes von Berger ist die folgende Klassifikation, die unabhängig von
Beauville und Bogomolov gefunden worden ist.
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Theorem 2(Beauville-Bogomolov). SeiM eine kompakte K̈ahlermannigfaltigkeit mitcR1 (M) =
0. Dann gibt es eine endlichëUberlagerung vonM , die ein Produkt von Mannigfaltigkeiten ist,
deren Faktoren von folgenden Typen ist

(1) komplexe Tori,
(2) einfach-zusammenhängende Mannigfaltigkeiten mitHol(g) = SU(d),
(3) einfach-zusammenhängende Mannigfaltigkeiten mitHol(g) = Sp(d).

Je nach Autor und Buch heißen die Mannigfaltigkeiten im zweiten FallCalabi-Yauund die im
dritten FallHyperk̈ahler.

Für die ersten beiden Klassen gibt es eine Fülle von Beispielen. Z.B. erḧalt man durch glatte
Hyperfläche vom Gradd im P

d+1
C Calabi-Yau-Mannigfaltigkeiten (im Sinne der obigen Defini-

tion) in jeder Dimensiond ≥ 3. Die Konstruktion von Hyperk̈ahlermannigfaltigkeiten hingegen
ist um einiges schwieriger.

2. DAS PROGRAMM

1. Vortrag: Zusammenhänge, Holonomie und (Ricci-) Krümmung (45min)
Zunächst sollte an den Levi-Cività-Zusammenenhang und seinen Krümmungstensor erinnert

werden, z.B. [Huy, Abschnitte 2.2 und 2.4] oder [Bes, Kapitel 1B und 1C]. Da kein Mensch den
vollständigen Kr̈ummungstensor versteht, erhalten wir durch Spur nehmen die Ricci-Krümmung,
[Bes, Kapitel 1F].

Dann sollten die HolonomiegruppenHol(g) und Hol0(g) definiert werden, mit elementaren
Eigenschaften wie in [Huy, Abschnitt 2.3] oder [Bes, Abschnitt 10.B]. Wir wollen uns auf ir-
reduzible Holonomiegruppen zurückziehen und ben̈otigen den Zusammenhang zu lokalen Pro-
duktstrukturen von Riemannschen Mannigfaltigkeiten, siehe [Bes, Abschnitt 10.D].

2. Vortrag: Liegruppen, (lokal) symmetrische Räume und Spḧaren (45min)
Wir ben̈otigen die Klassifikation von Lie-Gruppen, die transitiv auf der SphäreSn−1 operieren

([Bes, Example 7.13]). An die Definition aller vorkommenden Liegruppen sollte erinnert werden.
Der Beweis ([Bo1] und [Bo2]) sollte maximal in Form einer Skizze auftreten.

Nun sollte kurz an den Begriff des (lokal) symmetrischen Raums erinnert werden, [Bes, Kapi-
tel 7F] und [Bes, Definition 10.76]. Ein Satz von E. Cartan ([Bes] Theorem 10.72) charakterisiert
lokal symmetrische R̈aume durch das Verschwinden der kovarianten Ableitung des Krümmungs-
tensors. Zumindest eine Skizze des Beweises wäre scḧon. Die Klassifikation von symmetrischen
Räumen ẅurde eine weitere ’kleine AG’ benötigen.

3. Vortrag: Der Satz von Berger (60min)
Das Ziel dieses Vortrags ist das folgende Resultat, wobei wir dabei Simons’ Beweis [Si] folgen

werden.

Theorem 3 (Berger). Sein = dim M . Wir behalten die bisher eingführten Bezeichnungen und
Konventionen bei. Dann gilt folgendes:

(1) M ist lokal symmetrisch oder
(2) es gibt ein0 6= v ∈ TpM , so daß die BahnHol(g) · v die (n − 1)-dimensionale Spḧare

S
n−1 vom Radius||v|| ist.
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Dazu geht man wie folgt vor: Der Satz von Ambrose-Singer ([Bes, Theorem 10.58]) sagt, daß
die Lie-Algebra der Holonomie-Gruppe von Konjugaten von Ricci-Krümmungstensoren erzeugt
wird. Wenn (2) nicht gilt möchte man zeigen, daß diese verschwinden undM folglich lokal
symmetrisch ist. Zentral ist dabei Simons Begriff eines saturierten Holonomie-Systems ([Si],
[Bes, Abschnitt 10.H]).

Theorem 1 folgt hieraus und aus dem 2.Vortrag. Wenn noch Zeit bleibt, kann man noch ein
paar Worte zum nicht einfach-zusammenhängenden Fall ([Bes, Abschnitt 10.I]) sagen.

4. Vortrag: K ähler-Einstein-Metriken und Ricci-Kr ümmung (45min)
Jetzt sollte erkl̈art werden, warumHol(g) ⊆ U(d) äquivalent dazu ist, daß die Mannigfaltigkeit

kählersch ist ([Jo, Proposition 4.1]).
Die Ricci-Krümmung der K̈ahlermetrik definiert dann inH2(M,R) genau die Klasse von

cR1 (M), [Jo, Section 4.4] Dies führt auf den Begriff der K̈ahler-Einstein-Metrik.
Eine KählermannigfaltigkeitM mit Ricci-flacher K̈ahlermetrikg erfüllt also cR1 (M) = 0.

Ferner gilt dannHol(g) ⊆ SU(d), [Ber, Lemma 399] und die Bemerkung zu den Ricci-flachen
Holonomiegruppen in [Jo, Abschnitt 3.5].

Erstaunlicherweise gilt nun auch die Umkehrung, daßcR1 (M) = 0 impliziert, daß es eine
Ricci-flache K̈ahlermetrik aufM gibt. Dies wurde von Calabi vermutet und von Yau bewiesen,
[V, Theorem 1.5], [Jo, Kapitel 5] und [Bes, Kapitel 11].

5. Vortrag: Der Satz von Bogomolov-Beauville(45min)
Am besten nur anskizzieren wie man mit Yau’s Satz [V, Theorem 1.5] und dem Satz von

Berger den Satz von Bogomolov-Beauville (Theorem 2 oben) beweisen kann, siehe [V, Theo-
rem 1.6], [Jo, Theorem 5.4] oder [Bea]. Dies führt dann zur Definition von Calabi-Yau- und
Hyperk̈ahler-Mannigfaltigkeiten.

Die Holonomiebedingungen kann man nun algebraisch umformulieren: [Jo, Lemma 4.4], [Jo,
Proposition 4.5] f̈ur Calabi-Yau’s und [Jo, Theorem 5.11] für Hyperk̈ahlermannigfaltigkeiten.

Falls nun noch etwas Zeit bleiben sollte, wäre es scḧon, ein paar Beispiele für Hyperk̈ahler-
mannigfaltigkeiten zu geben: K3’s in Dimension2 und Hilbn(K3) in höheren Dimensionen
[Huy, Kapitel 21.2] (deren holomorphe symplektische Struktur bekommt man fast geschenkt!).
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