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Losungen zu Ubungsblatt 10 Dr. Koen van den Dungen

Aufgabe 1 (Stetigkeit). Seien X, Y metrische Riume und f : X — Y eine Abbildung.
(a) Seia € X. Zeigen Sie dass folgende Aussagen dquivalent sind: (2 Pkt.)

(a.1) fistin a stetig.
(a.2) Fiir jede Umgebung U von f(a) ist f~1(U) eine Umgebung von a.

(b) Beweisen oder widerlegen Sie:

(b.1) Fiiralle A C X gilt f(X\A) =Y\ f(A). (1 Pkt.)
(b.2) FiiralleBC Y gilt f~Y(Y\B) =X\ f~1(B). (1 Pkt.)
(c) Zeigen Sie dass folgende Aussagen dquivalent sind: (4 Pkt.)

(c.1) f iststetig.
(c.2) Fiir jede offene Menge G C Y ist das Urbild f~1(G) C X offen.
(c.3) Fiir jede abgeschlossene Menge F C Y ist das Urbild f~!(F) C X abgeschlossen.

(d) Man nehme an dass [ stetig ist. Zeigen Sie dass fiir jedes y € Y das Urbild f~1({y}) abgeschlossen
ist. (2 Pkt.)

Losung. (a.1) = (a.2): Sei U eine Umgebung von f(a). Per Definition einer Umgebung existiert ein
€ > 0 mit B.(f(a)) C U. Per Definition von Stetigkeit existiert ein § > 0 mit f(Bs(a)) C B.(f(a)). Also gilt
Bs(a) C f~1(U).

(a.2) = (a.1):Sei¢ > 0. Dann ist U := B.(f(a)) eine Umgebung von f(a). Nach Annahme ist f~(U)
eine Umgebung von a. Per Definition einer Umgebung existiert ein § > 0 mit Bs(a) C f~1(U). Also gilt
f(Bs(a)) C B.(f(a)). Da € > 0 beliebig war, ist f an der Stelle a stetig.

(b.1) Gegenbeispiel: X = {0,1}, Y = {0}, f(0) = f(1) =0, A = {0}.

(b.2) Die Aussage ist richtig, weil fiir alle x € X stets

x€fT'(Y\B) &= f(X)€Y\B < ~(f(x) €B) < ~(x€ f'(B)

gilt.

(c.1) = (c.2):Sei G C Y offen und a € f~1(G). Da f(a) € G, ist G eine Umgebung von f(a). Nach
Teilaufgabe (a) ist f ~!(G) also eine Umgebung von a. Da a € f~(G) beliebig war, ist f~1(G) offen.

(c2) = (c.1):Seia € Xunde > 0. Dann ist G := B.(f(a)) C Y offen (Lemma 8.2). Nach Annahme
ist f~1(G) C X offen. Da a € f~!(G) und per Definition der Offenheit ist f~!(G) eine Umgebung von a.
Per Definition einer Umgebung existiert ein § > 0 mit Bs(a) C f~!(G). Also gilt f(Bs(a)) € B.(f(a)). Da
€ > 0 beliebig war, ist f in a stetig. Da a beliebig war, ist f stetig.

(c.2) = (c.3):Sei F C Y abgeschlossen. Dannist G := Y \ F C Y offen. Nach Annahme ist f~}(G) C X
offen. Also ist f~}(F) = X \ f~1(G) abgeschlossen.

(c.3) = (c.2)Sei G C Y offen. Dannist F := Y \ G C Y abgeschlossen. Nach Annahme ist f~!(F) C X
abgeschlossen. Also ist f~1(G) = X \ f~1(F) offen.

(d) Nach (c.3) reicht es zu zeigen dass die Teilmenge F := {y} C Y abgeschlossen ist. In anderen Worten,
istG :=Y \{y} C Yoffen.Sei y’ € G.Day’ # y, gilt nach der Definition der Metrik dasse¢ := d(y,y") > 0.
Also ist B.(y") C G. Damit ist G eine Umgebung von y’. Da dies fiir alle y’ € G gilt, ist G offen. O

Aufgabe 2 (Kleinster Abstand, Bonusaufgabe). Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir A, B C X definieren
wir den kleinsten Abstand (siehe auch Ubungsblatt 9, Aufgabe 2(c))

dist(A, B) :=inf{d(a,b) |a € A, b € B}.



(a) SeiX = R"mitder Standardmetrik. Seienx,y € R"undr,s € R,,. Bestimmen Sie dist (B,(x), By(y)).
(2 Bonuspkt.)

Beweisen oder widerlegen Sie:
(b) Sei A C X abgeschlossen und x € X \ A. Dann ist dist(A, {x}) > 0. (2 Bonuspkt.)
(c) Seien A, B abgeschlossene Teilmengen von X mit ANB = @. Dann ist dist(A4, B) > 0. (3 Bonuspkt.)

(d) Sei A eine abgeschlossene und B eine kompakte Teilmenge von X sodass A N B = @. Dann ist
dist(A, B) > 0. (3 Bonuspkt.)

Losung.  (a) Ist||x — y||, < r +s, dann ist B,(x) N By(y) # @ und deshalb dist (B,(x), Bs(y)) = 0.

Sei nun ||x — y||, > r + s und betrachte a € B,(x) und b € By(y). Aus der Dreiecksungleichung folgt
dann [|x—yll; < [|x—all+[la=bll; +[b—yllz < r+lla—bll,+sund deshalb [la—b]l 2 [x—yll,—r-s.

Wihlenwira = x —r und b = y + s——, dann ist
lx=yll2 llx=ll2

r

S
a—bll,=|1- -
la:= bll2 EES TSRS

Ix=yllz = llx =yl =7 —s.

Hieraus folgt also dist (B,(x), Bs(y)) = [|x — y|l, — r — s.

(b) Da X \ A offen ist, gibt es € > 0 mit B.(x) € X \ A. Deshalb gilt d(a, x) > ¢ fiir alle a € A und somit
ist dist(A,{x}) > e > 0.

(c) Gegenbeispiel: X = R? (mit der Standardmetrik), A = {(x,y) € R? | xy = 1}und B = {(x,y) € R? |
xy = —1}. Diese Mengen sind abgeschlossen nach Teil (d) der Aufgabe 1. Fiir alle x > 0 gilt

dist(A, B) < [|(x, 1/x) — (=x, 1/x)||; = [|(2x, 0)[|; = 2x
und deswegen dist(A, B) = 0.

(d) Wir betrachten die Funktion f : B — R gegeben durch f(b) : = dist(A, {b}). Wegen Teilaufgabe (b)
ist f(b) > O fiir alle b € B. Da B kompakt ist, folgt aus dem Satz vom Maximum (angewandt auf — f)
dass ein b € B existiert mit dist(A, B) = inf,.cp f(x) = f(b) > 0. O

Aufgabe 3 (Gleichmiflig stetige Funktionen). Es seien (X, dyx) und (Y, dy) metrische Riume. Beweisen
oder widerlegen Sie:

(a) Sei f: X — Y eine gleichmif3ig stetige Funktion. Dann ist fiir jede Cauchy-Folge (x,,),en in X auch
(f(xp))nen eine Cauchy-Folge in Y. (2 Pkt.)

(b) Sei f: X — Y eine stetige Funktion. Dann ist fiir jede Cauchy-Folge (x,),en in X auch (f(x,))nen
eine Cauchy-Folge in Y. (2 Pkt.)

(c) Fiir jede gleichmifig stetige Funktion f : Q@ — R gibt es genau eine gleichmifig stetige Funktion
g: R — Rmit g(x) = f(x) fiir alle x € Q. (2 Pkt.)

(d) Fiir jede stetige Funktion f : Q — R gibt es genau eine stetige Funktion g: R — R mit g(x) = f(x)
fiir alle x € Q. (2 Pkt.)

(e) Fiir jede gleichmifig stetige Funktion f : Q — Q gibt es genau eine gleichmiflig stetige Funktion
g: R - Qmit g(x) = f(x) fiir alle x € Q. (2 Pkt.)



Losung. (a) Sei e > 0. Da f gleichmif3ig stetig ist, existiert ein & > 0 sodass fiir alle x,x" € X mit

(b)

©

(d)

(e)

dx(x,x") < 6 gilt dy(f(x), f(x')) < e. Da (x,) Cauchy ist, existiert ein n, € N sodass fiir alle
n,m > ng gilt dx(x,,x,,) < 8. Deshalb folgt fiir alle n,m > ngy dass dy(f(x,), f(x,,)) < €, und

somit ist (f(x,)) Cauchy.

Erstes Gegenbeispiel: X = Y = (0, ), f(x) := 1/x. Dann ist x,, = 1/n eine Cauchy-Folge aber
f(x,,) = nnicht.

Zweites Gegenbeispiel: Sei X = R \ {0}, Y = R und

1, x>0,
X) :=
@) -1, x<0.

Dannist x, := (—1)”% eine Cauchy-Folge aber f(x,,) = (—1)" nicht.

Sei x € R. Wir wihlen eine Cauchy-Folge (x,,) in Q mit limx,, = x € R, und definieren g(x) :=
lim f(x,). Ist (y,) eine andere Cauchy-Folge in Q mitlim y,, = x, dann ist auch (xq, o, X1, J1, -..) €ine
Cauchy-Folge, und es folgt aus Teilaufgabe (a) dass auch (f(xg), f(Vo), f(x1), f(1), ...) eine Cauchy-
Folge ist. Insbesondere gilt dann lim f(x,,) = lim f(y,), und deshalb ist g wohldefiniert.

Wir zeigen zundchst dass g gleichmiflig stetig ist. Sei € > 0. Da f gleichmif3ig stetig ist, existiert
ein & > 0 sodass fiir alle a,b € Q mit |a — b| < & gilt |f(a) — f(b)| < €. Seien nun x,y € R mit
|x—y| < 8/3. Wir wihlen Cauchy-Folgen (x,) und (y,) in Q sodass lim x,, = x und lim y,, = y. Dann
sind (x,) und (y,) konvergent in R, und wir wihlen n, € N sodass fiir alle n > n gilt |x,, — x| < /3
und |y, — y| < 6/3. Es folgt |x,, — y,| < 6 und deswegen

800~ 80)| = lim | Cx) = fOm)| <.

Gegenbeispiel:
1, x2>2,
X) 1=
U 0, x*<2.
Gegenbeispiel: sei f: Q — Q gleichméfig stetig aber nicht konstant (zum Beispiel f = id). Nach

Teilaufgabe (c) gibt es genau eine gleichmiflig stetige Funktion g: R — R mit g(x) = f(x) fiir
alle x € Q. Da f nicht konstant ist, gibt es a,b € Q mit g(a) = f(a) # f(b) = g(b). Aus dem
Zwischenwertsatz folgt dass g alle (insbesondere auch die irrationale) Werte zwischen f(a) und f(b)
annimmt. Deshalb kann das Bild g(R) keine Teilmenge von Q sein. O

Aufgabe 4 (Inneres, Abschluss, Rand). Wir betrachten R” mit der Standardmetrik und A C R". Beweisen
oder widerlegen Sie die folgende Aussagen: (5 Pkt.)

(@)
(b)

Fiirn =1 gilt: Ist A # @ und A # R, dann ist A # @.
Fiir n € N, beliebig gilt: Ist A # @ und A # R", dann ist 04 # @.

Losung. Beide Aussagen sind richtig, und wir geben den Beweis direkt fiir beliebiges n € N;.
Wir wihlen x, € A und x; € A" = R" \ 4, und definieren

s:=sup{t €[0,1] | x; := xo + t(x; — x) € AL

Wir behaupten dass xg € 0A. Fiir alle t € [0,1] mit t > s gilt x; ¢ A, und somit gilt fiir alle € > 0 dass
B.(x;) N A # @ (im Fall s = 1 gibt es kein ¢t > s, aber dann ist schon x; = x; € AL). Aber da s das



Supremum ist, gibt es s — € < t < s sodass x; € A, und deswegen ist auch B.(x;) NA # @ (im Fall s = 0
gibt es kein ¢t < s, aber dann ist schon x; = x5 € A). Benutzen wir nun Aufgabe 4(b) vom Préisenzblatt 9,
dann sehen wir dass xg € 0A. U

Aufgabe 5 (Eine stetige nicht-differenzierbare Funktion). Wir betrachten die Funktion f: R — R gege-
ben durch f(x) := dist(x, Z), wobei dist in Ubungsblatt 9, Aufgabe 2(c) definiert wurde. Weiter definieren
wir f, : R>R{lirn e N)und ¢ : R — R durch

fulx) =47 f (@), g(x) 1= ) 47" f(4"X).

neN

(a) Zeigen Sie dass ¢ wohldefiniert ist. (1 Pkt.)
(b) Zeigen Sie dass f,, Lipschitz-stetig ist und dass

- 1

2 )= AW < 57

k=m+1
und beweisen Sie dass ¢ gleichméfig stetig ist. (4 Pkt.)

(c) Zeigen Sie dass ¢ in keinem Punkt differenzierbar ist. (5 Pkt.)

Hinweis: Gegeben x € R, finden Sie eine Folge h, — 0 sodass fi(x + h,) — fi(x) = h, fir j < n
und fi(x + h,) = fi(x) fir j > n.

Losung.  (a) Die Funktion f ist positiv und f(x) < 1/2 fiir alle x € R. Es gilt also ¢(x) < 1/2),47". Da
die geometrische Reihe konvergiert, ist ¢ wohldefiniert.

(b) Wir wissen aus Aufgabe 2 vom Ubungsblatt 9 dass f Lipschitz-stetig mit Konstante 1 ist, und insbe-
sondere ist f daher stetig. Hieraus folgt dass auch f,, Lipschitz-stetig mit Konstante 1 ist:

1fa(X) = fu)] = 477|f(4"X) — f(4"y)| < 47"|4"x — 4%y = [x — y|.

Wegen 0 < f(x) < 1/2 fiir alle x € R folgt

3 - S 4k eme1 N gk _gem L1
kz;ﬂmxx) fk<y>|skgn]+l4 (1/2+1/2) = 4 kzzo4 =4l =
Hieraus folgt
p(x) — e < D) 1) = i+ 2, |fk(x)—fk<y>|S(m+1>|x—y|+ﬁ.
k=0 k=m+1

Gegeben ¢ > 0, wihlen wir m € N so dass 1/(3 - 4™) < ¢/2. Dann gilt fiir alle x,y € R mit |x — y| <
§ :=¢/(2(m+ 1)) dass

lp(x) —p(Y)| < (m+1)5 + <ef2+¢€/l2=c¢.

3. 4m

Hiermit ist bewiesen dass ¢ gleichmifig stetig ist.



(c) Seix € Rbeliebigundn € N. Esgibtm € Zund k € {0,1, 2,3} sodass m+k/4 < 4"x < m+(k+1)/4.
Ist k = 0 oder k = 2, dann setzen wir h,, := 1/4"*!, und ist k = 1 oder k = 3, dann setzen wir
h, 1= —1/4"*! In alle Fille gilt | f(4"(x + h,,)) — f(4"x)| = 1/4 sowie fiir j = 0,1,...,n

15O+ hy) = O = 47| f(@ (x + hy)) = f(4x)| = 47T |4y, | = 1/4741.

Fiir j > n gilt | fi(x + hy,) — fi(x)| = 0 wegen f(y + [) = f(y) fiir alle y € R und | € N. Daher gilt

oo+ 1) =) _ 2 O+ ) =) _

A n = *1,
n j:O n j:()

und diese Folge ist offensichtlich nicht konvergent. O



