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Aufgabe 1 (Stetigkeit). Seien 𝑋, 𝑌 metrische Räume und 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 eine Abbildung.

(a) Sei 𝑎 ∈ 𝑋 . Zeigen Sie dass folgende Aussagen äquivalent sind: (2 Pkt.)

(a.1) 𝑓 ist in 𝑎 stetig.
(a.2) Für jede Umgebung 𝑈 von 𝑓(𝑎) ist 𝑓−1(𝑈) eine Umgebung von 𝑎.

(b) Beweisen oder widerlegen Sie:

(b.1) Für alle 𝐴 ⊆ 𝑋 gilt 𝑓(𝑋 ⧵ 𝐴) = 𝑌 ⧵ 𝑓(𝐴). (1 Pkt.)
(b.2) Für alle 𝐵 ⊆ 𝑌 gilt 𝑓−1(𝑌 ⧵ 𝐵) = 𝑋 ⧵ 𝑓−1(𝐵). (1 Pkt.)

(c) Zeigen Sie dass folgende Aussagen äquivalent sind: (4 Pkt.)

(c.1) 𝑓 ist stetig.
(c.2) Für jede offene Menge 𝐺 ⊆ 𝑌 ist das Urbild 𝑓−1(𝐺) ⊆ 𝑋 offen.
(c.3) Für jede abgeschlossene Menge 𝐹 ⊆ 𝑌 ist das Urbild 𝑓−1(𝐹) ⊆ 𝑋 abgeschlossen.

(d) Man nehme an dass 𝑓 stetig ist. Zeigen Sie dass für jedes 𝑦 ∈ 𝑌 das Urbild 𝑓−1({𝑦}) abgeschlossen
ist. (2 Pkt.)

Lösung. (a.1) ⟹ (a.2): Sei 𝑈 eine Umgebung von 𝑓(𝑎). Per Definition einer Umgebung existiert ein
𝜖 > 0mit 𝐵𝜖(𝑓(𝑎)) ⊆ 𝑈. Per Definition von Stetigkeit existiert ein 𝛿 > 0mit 𝑓(𝐵𝛿(𝑎)) ⊆ 𝐵𝜖(𝑓(𝑎)). Also gilt
𝐵𝛿(𝑎) ⊆ 𝑓−1(𝑈).
(a.2) ⟹ (a.1): Sei 𝜖 > 0. Dann ist 𝑈 ∶= 𝐵𝜖(𝑓(𝑎)) eine Umgebung von 𝑓(𝑎). Nach Annahme ist 𝑓−1(𝑈)
eine Umgebung von 𝑎. Per Definition einer Umgebung existiert ein 𝛿 > 0 mit 𝐵𝛿(𝑎) ⊆ 𝑓−1(𝑈). Also gilt
𝑓(𝐵𝛿(𝑎)) ⊆ 𝐵𝜖(𝑓(𝑎)). Da 𝜖 > 0 beliebig war, ist 𝑓 an der Stelle 𝑎 stetig.
(b.1) Gegenbeispiel: 𝑋 = {0, 1}, 𝑌 = {0}, 𝑓(0) = 𝑓(1) = 0, 𝐴 = {0}.
(b.2) Die Aussage ist richtig, weil für alle 𝑥 ∈ 𝑋 stets

𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑌 ⧵ 𝐵) ⟺ 𝑓(𝑥) ∈ 𝑌 ⧵ 𝐵 ⟺ ¬(𝑓(𝑥) ∈ 𝐵) ⟺ ¬(𝑥 ∈ 𝑓−1(𝐵))

gilt.
(c.1) ⟹ (c.2): Sei 𝐺 ⊆ 𝑌 offen und 𝑎 ∈ 𝑓−1(𝐺). Da 𝑓(𝑎) ∈ 𝐺, ist 𝐺 eine Umgebung von 𝑓(𝑎). Nach
Teilaufgabe (a) ist 𝑓−1(𝐺) also eine Umgebung von 𝑎. Da 𝑎 ∈ 𝑓−1(𝐺) beliebig war, ist 𝑓−1(𝐺) offen.
(c.2) ⟹ (c.1): Sei 𝑎 ∈ 𝑋 und 𝜖 > 0. Dann ist 𝐺 ∶= 𝐵𝜖(𝑓(𝑎)) ⊆ 𝑌 offen (Lemma 8.2). Nach Annahme
ist 𝑓−1(𝐺) ⊆ 𝑋 offen. Da 𝑎 ∈ 𝑓−1(𝐺) und per Definition der Offenheit ist 𝑓−1(𝐺) eine Umgebung von 𝑎.
Per Definition einer Umgebung existiert ein 𝛿 > 0mit 𝐵𝛿(𝑎) ⊆ 𝑓−1(𝐺). Also gilt 𝑓(𝐵𝛿(𝑎)) ⊆ 𝐵𝜖(𝑓(𝑎)). Da
𝜖 > 0 beliebig war, ist 𝑓 in 𝑎 stetig. Da 𝑎 beliebig war, ist 𝑓 stetig.
(c.2) ⟹ (c.3): Sei 𝐹 ⊆ 𝑌 abgeschlossen. Dann ist 𝐺 ∶= 𝑌 ⧵ 𝐹 ⊆ 𝑌 offen. Nach Annahme ist 𝑓−1(𝐺) ⊆ 𝑋
offen. Also ist 𝑓−1(𝐹) = 𝑋 ⧵ 𝑓−1(𝐺) abgeschlossen.
(c.3) ⟹ (c.2) Sei 𝐺 ⊆ 𝑌 offen. Dann ist 𝐹 ∶= 𝑌 ⧵ 𝐺 ⊆ 𝑌 abgeschlossen. Nach Annahme ist 𝑓−1(𝐹) ⊆ 𝑋
abgeschlossen. Also ist 𝑓−1(𝐺) = 𝑋 ⧵ 𝑓−1(𝐹) offen.
(d) Nach (c.3) reicht es zu zeigen dass die Teilmenge 𝐹 ∶= {𝑦} ⊆ 𝑌 abgeschlossen ist. In anderen Worten,
ist𝐺 ∶= 𝑌 ⧵ {𝑦} ⊆ 𝑌 offen. Sei 𝑦′ ∈ 𝐺. Da 𝑦′ ≠ 𝑦, gilt nach der Definition der Metrik dass 𝜖 ∶= 𝑑(𝑦, 𝑦′) > 0.
Also ist 𝐵𝜖(𝑦′) ⊆ 𝐺. Damit ist 𝐺 eine Umgebung von 𝑦′. Da dies für alle 𝑦′ ∈ 𝐺 gilt, ist 𝐺 offen.

Aufgabe 2 (Kleinster Abstand, Bonusaufgabe). Sei (𝑋, 𝑑) ein metrischer Raum. Für 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝑋 definieren
wir den kleinsten Abstand (siehe auch Übungsblatt 9, Aufgabe 2(c))

dist(𝐴, 𝐵) ∶= inf{𝑑(𝑎, 𝑏) | 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}.
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(a) Sei𝑋 = ℝ𝑛mit der Standardmetrik. Seien𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 und 𝑟, 𝑠 ∈ ℝ>0. BestimmenSie dist (𝐵𝑟(𝑥), 𝐵𝑠(𝑦)).
(2 Bonuspkt.)

Beweisen oder widerlegen Sie:

(b) Sei 𝐴 ⊆ 𝑋 abgeschlossen und 𝑥 ∈ 𝑋 ⧵ 𝐴. Dann ist dist(𝐴, {𝑥}) > 0. (2 Bonuspkt.)

(c) Seien𝐴, 𝐵 abgeschlossene Teilmengen von 𝑋 mit𝐴∩𝐵 = ∅. Dann ist dist(𝐴, 𝐵) > 0. (3 Bonuspkt.)

(d) Sei 𝐴 eine abgeschlossene und 𝐵 eine kompakte Teilmenge von 𝑋 sodass 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅. Dann ist
dist(𝐴, 𝐵) > 0. (3 Bonuspkt.)

Lösung. (a) Ist ‖𝑥 − 𝑦‖2 ≤ 𝑟 + 𝑠, dann ist 𝐵𝑟(𝑥) ∩ 𝐵𝑠(𝑦) ≠ ∅ und deshalb dist (𝐵𝑟(𝑥), 𝐵𝑠(𝑦)) = 0.
Sei nun ‖𝑥 − 𝑦‖2 > 𝑟 + 𝑠 und betrachte 𝑎 ∈ 𝐵𝑟(𝑥) und 𝑏 ∈ 𝐵𝑠(𝑦). Aus der Dreiecksungleichung folgt
dann ‖𝑥−𝑦‖2 ≤ ‖𝑥−𝑎‖2+‖𝑎−𝑏‖2+‖𝑏−𝑦‖2 ≤ 𝑟+‖𝑎−𝑏‖2+𝑠 und deshalb ‖𝑎−𝑏‖2 ≥ ‖𝑥−𝑦‖2−𝑟−𝑠.
Wählen wir 𝑎 = 𝑥 − 𝑟 𝑥−𝑦

‖𝑥−𝑦‖2
und 𝑏 = 𝑦 + 𝑠 𝑥−𝑦

‖𝑥−𝑦‖2
, dann ist

‖𝑎 − 𝑏‖2 =
|||1 −

𝑟
‖𝑥 − 𝑦‖2

− 𝑠
‖𝑥 − 𝑦‖2

||| ‖𝑥 − 𝑦‖2 = ‖𝑥 − 𝑦‖2 − 𝑟 − 𝑠.

Hieraus folgt also dist (𝐵𝑟(𝑥), 𝐵𝑠(𝑦)) = ‖𝑥 − 𝑦‖2 − 𝑟 − 𝑠.

(b) Da 𝑋 ⧵ 𝐴 offen ist, gibt es 𝜖 > 0mit 𝐵𝜖(𝑥) ∈ 𝑋 ⧵ 𝐴. Deshalb gilt 𝑑(𝑎, 𝑥) ≥ 𝜖 für alle 𝑎 ∈ 𝐴 und somit
ist dist(𝐴, {𝑥}) ≥ 𝜖 > 0.

(c) Gegenbeispiel: 𝑋 = ℝ2 (mit der Standardmetrik), 𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 | 𝑥𝑦 = 1} und 𝐵 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 |
𝑥𝑦 = −1}. Diese Mengen sind abgeschlossen nach Teil (d) der Aufgabe 1. Für alle 𝑥 > 0 gilt

dist(𝐴, 𝐵) ≤ ‖(𝑥, 1/𝑥) − (−𝑥, 1/𝑥)‖2 = ‖(2𝑥, 0)‖2 = 2𝑥

und deswegen dist(𝐴, 𝐵) = 0.

(d) Wir betrachten die Funktion 𝑓∶ 𝐵 → ℝ gegeben durch 𝑓(𝑏) ∶= dist(𝐴, {𝑏}). Wegen Teilaufgabe (b)
ist 𝑓(𝑏) > 0 für alle 𝑏 ∈ 𝐵. Da 𝐵 kompakt ist, folgt aus dem Satz vomMaximum (angewandt auf −𝑓)
dass ein 𝑏 ∈ 𝐵 existiert mit dist(𝐴, 𝐵) = inf𝑥∈𝐵 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑏) > 0.

Aufgabe 3 (Gleichmäßig stetige Funktionen). Es seien (𝑋, 𝑑𝑋) und (𝑌, 𝑑𝑌 ) metrische Räume. Beweisen
oder widerlegen Sie:

(a) Sei 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌 eine gleichmäßig stetige Funktion. Dann ist für jede Cauchy-Folge (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ in 𝑋 auch
(𝑓(𝑥𝑛))𝑛∈ℕ eine Cauchy-Folge in 𝑌 . (2 Pkt.)

(b) Sei 𝑓∶ 𝑋 → 𝑌 eine stetige Funktion. Dann ist für jede Cauchy-Folge (𝑥𝑛)𝑛∈ℕ in 𝑋 auch (𝑓(𝑥𝑛))𝑛∈ℕ
eine Cauchy-Folge in 𝑌 . (2 Pkt.)

(c) Für jede gleichmäßig stetige Funktion 𝑓∶ ℚ → ℝ gibt es genau eine gleichmäßig stetige Funktion
𝑔∶ ℝ → ℝmit 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) für alle 𝑥 ∈ ℚ. (2 Pkt.)

(d) Für jede stetige Funktion 𝑓∶ ℚ → ℝ gibt es genau eine stetige Funktion 𝑔∶ ℝ → ℝmit 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)
für alle 𝑥 ∈ ℚ. (2 Pkt.)

(e) Für jede gleichmäßig stetige Funktion 𝑓∶ ℚ → ℚ gibt es genau eine gleichmäßig stetige Funktion
𝑔∶ ℝ → ℚmit 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) für alle 𝑥 ∈ ℚ. (2 Pkt.)



Lösung. (a) Sei 𝜖 > 0. Da 𝑓 gleichmäßig stetig ist, existiert ein 𝛿 > 0 sodass für alle 𝑥, 𝑥′ ∈ 𝑋 mit
𝑑𝑋(𝑥, 𝑥′) < 𝛿 gilt 𝑑𝑌 (𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥′)) < 𝜖. Da (𝑥𝑛) Cauchy ist, existiert ein 𝑛0 ∈ ℕ sodass für alle
𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0 gilt 𝑑𝑋(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝛿. Deshalb folgt für alle 𝑛,𝑚 ≥ 𝑛0 dass 𝑑𝑌 (𝑓(𝑥𝑛), 𝑓(𝑥𝑚)) < 𝜖, und
somit ist (𝑓(𝑥𝑛)) Cauchy.

(b) Erstes Gegenbeispiel: 𝑋 = 𝑌 = (0,∞), 𝑓(𝑥) ∶= 1/𝑥. Dann ist 𝑥𝑛 = 1/𝑛 eine Cauchy-Folge aber
𝑓(𝑥𝑛) = 𝑛 nicht.
Zweites Gegenbeispiel: Sei 𝑋 = ℝ ⧵ {0}, 𝑌 = ℝ und

𝑓(𝑥) ∶= {1, 𝑥 ≥ 0,
−1, 𝑥 < 0.

Dann ist 𝑥𝑛 ∶= (−1)𝑛 1
𝑛
eine Cauchy-Folge aber 𝑓(𝑥𝑛) = (−1)𝑛 nicht.

(c) Sei 𝑥 ∈ ℝ. Wir wählen eine Cauchy-Folge (𝑥𝑛) in ℚ mit lim𝑥𝑛 = 𝑥 ∈ ℝ, und definieren 𝑔(𝑥) ∶=
lim𝑓(𝑥𝑛). Ist (𝑦𝑛) eine andere Cauchy-Folge inℚmit lim 𝑦𝑛 = 𝑥, dann ist auch (𝑥0, 𝑦0, 𝑥1, 𝑦1, …) eine
Cauchy-Folge, und es folgt aus Teilaufgabe (a) dass auch (𝑓(𝑥0), 𝑓(𝑦0), 𝑓(𝑥1), 𝑓(𝑦1), …) eine Cauchy-
Folge ist. Insbesondere gilt dann lim𝑓(𝑥𝑛) = lim𝑓(𝑦𝑛), und deshalb ist 𝑔 wohldefiniert.
Wir zeigen zunächst dass 𝑔 gleichmäßig stetig ist. Sei 𝜖 > 0. Da 𝑓 gleichmäßig stetig ist, existiert
ein 𝛿 > 0 sodass für alle 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ mit |𝑎 − 𝑏| < 𝛿 gilt |𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏)| < 𝜖. Seien nun 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ mit
|𝑥−𝑦| < 𝛿/3. Wir wählen Cauchy-Folgen (𝑥𝑛) und (𝑦𝑛) inℚ sodass lim𝑥𝑛 = 𝑥 und lim 𝑦𝑛 = 𝑦. Dann
sind (𝑥𝑛) und (𝑦𝑛) konvergent inℝ, und wir wählen 𝑛0 ∈ ℕ sodass für alle 𝑛 ≥ 𝑛0 gilt |𝑥𝑛−𝑥| < 𝛿/3
und |𝑦𝑛 − 𝑦| < 𝛿/3. Es folgt |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛| < 𝛿 und deswegen

|𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑦)| = lim
𝑛→∞

|𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑦𝑛)| ≤ 𝜖.

(d) Gegenbeispiel:

𝑓(𝑥) ∶= {1, 𝑥2 > 2,
0, 𝑥2 < 2.

(e) Gegenbeispiel: sei 𝑓∶ ℚ → ℚ gleichmäßig stetig aber nicht konstant (zum Beispiel 𝑓 = id). Nach
Teilaufgabe (c) gibt es genau eine gleichmäßig stetige Funktion 𝑔∶ ℝ → ℝ mit 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) für
alle 𝑥 ∈ ℚ. Da 𝑓 nicht konstant ist, gibt es 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ mit 𝑔(𝑎) = 𝑓(𝑎) ≠ 𝑓(𝑏) = 𝑔(𝑏). Aus dem
Zwischenwertsatz folgt dass 𝑔 alle (insbesondere auch die irrationale)Werte zwischen 𝑓(𝑎) und 𝑓(𝑏)
annimmt. Deshalb kann das Bild 𝑔(ℝ) keine Teilmenge von ℚ sein.

Aufgabe 4 (Inneres, Abschluss, Rand). Wir betrachtenℝ𝑛mit der Standardmetrik und𝐴 ⊆ ℝ𝑛. Beweisen
oder widerlegen Sie die folgende Aussagen: (5 Pkt.)

(a) Für 𝑛 = 1 gilt: Ist 𝐴 ≠ ∅ und 𝐴 ≠ ℝ, dann ist 𝜕𝐴 ≠ ∅.

(b) Für 𝑛 ∈ ℕ≥2 beliebig gilt: Ist 𝐴 ≠ ∅ und 𝐴 ≠ ℝ𝑛, dann ist 𝜕𝐴 ≠ ∅.

Lösung. Beide Aussagen sind richtig, und wir geben den Beweis direkt für beliebiges 𝑛 ∈ ℕ≥1.
Wir wählen 𝑥0 ∈ 𝐴 und 𝑥1 ∈ 𝐴∁ = ℝ𝑛 ⧵ 𝐴, und definieren

𝑠 ∶= sup{𝑡 ∈ [0, 1] ∣ 𝑥𝑡 ∶= 𝑥0 + 𝑡(𝑥1 − 𝑥0) ∈ 𝐴}.

Wir behaupten dass 𝑥𝑠 ∈ 𝜕𝐴. Für alle 𝑡 ∈ [0, 1] mit 𝑡 > 𝑠 gilt 𝑥𝑡 ∉ 𝐴, und somit gilt für alle 𝜖 > 0 dass
𝐵𝜖(𝑥𝑠) ∩ 𝐴∁ ≠ ∅ (im Fall 𝑠 = 1 gibt es kein 𝑡 > 𝑠, aber dann ist schon 𝑥𝑠 = 𝑥1 ∈ 𝐴∁). Aber da 𝑠 das



Supremum ist, gibt es 𝑠 − 𝜖 < 𝑡 < 𝑠 sodass 𝑥𝑡 ∈ 𝐴, und deswegen ist auch 𝐵𝜖(𝑥𝑠) ∩ 𝐴 ≠ ∅ (im Fall 𝑠 = 0
gibt es kein 𝑡 < 𝑠, aber dann ist schon 𝑥𝑠 = 𝑥0 ∈ 𝐴). Benutzen wir nun Aufgabe 4(b) vom Präsenzblatt 9,
dann sehen wir dass 𝑥𝑠 ∈ 𝜕𝐴.

Aufgabe 5 (Eine stetige nicht-differenzierbare Funktion). Wir betrachten die Funktion 𝑓∶ ℝ → ℝ gege-
ben durch 𝑓(𝑥) ∶= dist(𝑥, ℤ), wobei dist in Übungsblatt 9, Aufgabe 2(c) definiert wurde. Weiter definieren
wir 𝑓𝑛∶ ℝ → ℝ (für 𝑛 ∈ ℕ) und 𝜑∶ ℝ → ℝ durch

𝑓𝑛(𝑥) ∶= 4−𝑛𝑓(4𝑛𝑥), 𝜑(𝑥) ∶= ∑
𝑛∈ℕ

4−𝑛𝑓(4𝑛𝑥).

(a) Zeigen Sie dass 𝜑 wohldefiniert ist. (1 Pkt.)

(b) Zeigen Sie dass 𝑓𝑛 Lipschitz-stetig ist und dass
∞
∑

𝑘=𝑚+1
|𝑓𝑘(𝑥) − 𝑓𝑘(𝑦)| ≤

1
3 ⋅ 4𝑚 ,

und beweisen Sie dass 𝜑 gleichmäßig stetig ist. (4 Pkt.)

(c) Zeigen Sie dass 𝜑 in keinem Punkt differenzierbar ist. (5 Pkt.)
Hinweis: Gegeben 𝑥 ∈ ℝ, finden Sie eine Folge ℎ𝑛 → 0 sodass 𝑓𝑗(𝑥 + ℎ𝑛) − 𝑓𝑗(𝑥) = ±ℎ𝑛 für 𝑗 ≤ 𝑛
und 𝑓𝑗(𝑥 + ℎ𝑛) = 𝑓𝑗(𝑥) für 𝑗 > 𝑛.

Lösung. (a) Die Funktion 𝑓 ist positiv und 𝑓(𝑥) ≤ 1/2 für alle 𝑥 ∈ ℝ. Es gilt also 𝜑(𝑥) ≤ 1/2∑4−𝑛. Da
die geometrische Reihe konvergiert, ist 𝜑 wohldefiniert.

(b) Wir wissen aus Aufgabe 2 vom Übungsblatt 9 dass 𝑓 Lipschitz-stetig mit Konstante 1 ist, und insbe-
sondere ist 𝑓 daher stetig. Hieraus folgt dass auch 𝑓𝑛 Lipschitz-stetig mit Konstante 1 ist:

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑛(𝑦)| = 4−𝑛|𝑓(4𝑛𝑥) − 𝑓(4𝑛𝑦)| ≤ 4−𝑛|4𝑛𝑥 − 4𝑛𝑦| = |𝑥 − 𝑦|.

Wegen 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 1/2 für alle 𝑥 ∈ ℝ folgt

∞
∑

𝑘=𝑚+1
|𝑓𝑘(𝑥) − 𝑓𝑘(𝑦)| ≤

∞
∑

𝑘=𝑚+1
4−𝑘(1/2 + 1/2) = 4−𝑚−1

∞
∑
𝑘=0

4−𝑘 = 4−𝑚−1 1
1 − 1/4 =

1
3 ⋅ 4𝑚 .

Hieraus folgt

|𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑦)| ≤
𝑚
∑
𝑘=0

|𝑓𝑘(𝑥) − 𝑓𝑘(𝑦)| +
∞
∑

𝑘=𝑚+1
|𝑓𝑘(𝑥) − 𝑓𝑘(𝑦)| ≤ (𝑚 + 1)|𝑥 − 𝑦| + 1

3 ⋅ 4𝑚 .

Gegeben 𝜖 > 0, wählen wir𝑚 ∈ ℕ so dass 1/(3 ⋅ 4𝑚) < 𝜖/2. Dann gilt für alle 𝑥, 𝑦 ∈ ℝmit |𝑥 − 𝑦| <
𝛿 ∶= 𝜖/(2(𝑚 + 1)) dass

|𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑦)| ≤ (𝑚 + 1)𝛿 + 1
3 ⋅ 4𝑚 < 𝜖/2 + 𝜖/2 = 𝜖.

Hiermit ist bewiesen dass 𝜑 gleichmäßig stetig ist.



(c) Sei 𝑥 ∈ ℝ beliebig und 𝑛 ∈ ℕ. Es gibt𝑚 ∈ ℤ und 𝑘 ∈ {0, 1, 2, 3} sodass𝑚+𝑘/4 ≤ 4𝑛𝑥 < 𝑚+(𝑘+1)/4.
Ist 𝑘 = 0 oder 𝑘 = 2, dann setzen wir ℎ𝑛 ∶= 1/4𝑛+1, und ist 𝑘 = 1 oder 𝑘 = 3, dann setzen wir
ℎ𝑛 ∶= −1/4𝑛+1. In alle Fälle gilt |𝑓(4𝑛(𝑥 + ℎ𝑛)) − 𝑓(4𝑛𝑥)| = 1/4 sowie für 𝑗 = 0, 1, … , 𝑛

|𝑓𝑗(𝑥 + ℎ𝑛) − 𝑓𝑗(𝑥)| = 4−𝑗|𝑓(4𝑗(𝑥 + ℎ𝑛)) − 𝑓(4𝑗𝑥)| = 4−𝑗|4𝑗ℎ𝑛| = 1/4𝑛+1.

Für 𝑗 > 𝑛 gilt |𝑓𝑗(𝑥 + ℎ𝑛) − 𝑓𝑗(𝑥)| = 0 wegen 𝑓(𝑦 + 𝑙) = 𝑓(𝑦) für alle 𝑦 ∈ ℝ und 𝑙 ∈ ℕ. Daher gilt

𝜑(𝑥 + ℎ𝑛) − 𝜑(𝑥)
ℎ𝑛

=
𝑛
∑
𝑗=0

𝑓𝑗(𝑥 + ℎ𝑛) − 𝑓𝑗(𝑥)
ℎ𝑛

=
𝑛
∑
𝑗=0

±1,

und diese Folge ist offensichtlich nicht konvergent.


