Wintersemester 2020/21 Universitdt Bonn
Analysis 1 PD Dr. Pavel Zorin-Kranich
Losungen zu Ubungsblatt 8 Dr. Koen van den Dungen

Aufgabe 1 (Cauchy-Produkt-Formel). In dieser Aufgabe betrachten wir ein Gegenbeispiel zu der Cauchy-
Produkt-Formel im Fall der nur bedingt konvergenten Reihen. Sei a,, := (—1)"/4/n+ 1fiirn € N.

(a) Zeigen Sie, dass die Reihe ) a, in R konvergiert aber nicht absolut konvergiert. (2 Pkt.)
(b) Zeigen Sie, dass die Reihe
DI
k j=0
nicht konvergiert. (3 Pkt.)

Losung.  (a) Dal/y/n + 1 monoton fallend ist, konvergiert die Reihe )| ,, @n nach dem Leibniz-Kriterium.

Aber die Reihe ) 1/1/n + 1 konvergiert nicht (Lemma 6.10), und deshalb ist }} a, nicht absolut
konvergent.

(b) Wir berechnen

=1.

k k 1 k 1
b .=j§)ajak_j =J'§0\/j+1\/k_j+1 ijoxfm k+1
Hieraus folgt ZZ:O si > n+ 1fiiralle n € N, und deshalb ist die Reihe ), s nicht konvergent. [J
Aufgabe 2 (Unstetige Funktion). Fiir r € Q definieren wir
qr :=min{g €N, | @p € 2)r = p/q}.

(Das heif3t, wir wihlen g, so, dass die Darstellung r = p/q, teilerfremd ist.) Sei die Funktion f: R - R
gegeben durch

1/q,, fallsx e Q,
[ =
0, fallsx e R\ Q.
(a) Seia € Q. Zeigen Sie, dass f nicht stetig ist in a. (4 Pkt.)
(b) Seia € R\ Q. Zeigen Sie, dass f stetig ist in a. (6 Pkt.)

Hinweis: Zeigen Sie zuerst dass inf,¢y |a — p/q| > 0 fiir jedes q € Ns;.

Losung. (a) Seia = p/q, € Q, sodass f(a) = 1/q,. Fiiralle § > 0 gibteseinx € R\ Qsodassa < x <
a + 6 (siehe Présenzblatt 7, Aufgabe 4). Dann gilt |a — x| < & aber | f(a) — f(x)| = |1/q, — 0] = 1/q,.
Das heifit, fiir 0 < € < 1/q, ist die Aussage

(B eRYVxeER) |la—x|<d = |f(a)— f(x)| <€
falsch, und somit ist f nicht stetig in a.
(b) Seia € R\ Q. Fiir jedes q € N; definieren wir
8 1= [i)gla - p/ql.
Da a irrational ist, ist aq keine ganze Zahl, und somit gibt es m € Z mit m/q < a < (m + 1)/q. Es
folgt dass |a — p/q| > a — m/q fiir alle p < mund |a — p/q| > (m + 1)/q — afiir alle p > m + 1, und

deshalb
dq = min{a — m/q,(m +1)/q — a} > 0.
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Sei 0 < € < 1. Es gibt nur endlich viele g € N5; mit g < 1/¢, und wir betrachten
§ :=min{d,; | g € Ny, g < 1/e} > 0.
Sei nun x € (a — &, a + ) eine rationale Zahl x = p/q, mit p € Z. Dann folgt
8, < la—plgy| <é.

Aber hieraus folgt g, > 1/ und somit

|f(0) = f(a)] = f(x) =1/qx <e. O
Aufgabe 3 (Zwischenwertsatz). (a) Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Beweisen Sie, dass
[f(@), f(B)] € f([a,b]). (2 Pkt.)

(b) Seiena < b € Rund f: [a,b] — [a,b] eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass f einen Fixpunkt
besitzt; das heifdt, es existiert ein x € [a, b] mit f(x) = x. (2 Pkt.)

(c) Sei f: R —» R gegeben durch f(x) := exp(x) + xexp(—x). Zeigen Sie, dass f mindestens eine
Nullstelle hat; das heif3t, es existiert x € R mit f(x) = 0. (2 Pkt.)

(d) Sei f: [0,1] — R stetig mit f(0) = f(1) und n € N;. Zeigen Sie, dass es ein x € [0,1 — 1/n] gibt
mit f(x) = f(x + 1/n). (4 Pkt.)

Losung. (a) Seic € [f(a), f(b)]. Ist ¢ = f(a) oder ¢ = f(b), dann ist ¢ € f([a,b]) direkt klar. Wir
betrachten noch den Fall f(a) < ¢ < f(b). Wir definieren eine stetige Funktion g : [a,b] - R durch
g(x) := f(x) — c. Es gilt g(a) < 0 und g(b) > 0, und es folgt aus dem Zwischenwertsatz dass ein
X € [a, b] existiert mit g(x) = 0, das heifit f(x) = c und deshalb c € f([a, b]).

(b) Wir betrachten die Funktion g : [a,b] — R gegeben durch g(x) := x — f(x), und bemerken dass g
auch stetig ist. Ist g(a) = 0 oder g(b) = 0, dann ist a oder b ein Fixpunkt von f. Wir nehmen nun an
dass g(a) # 0 und g(b) # 0. Wegen f([a, b]) C [a, b] gilt dann g(a) < 0 und g(b) > 0, und nach dem
Zwischenwertsatz existiert ein x € [a, b] mit g(x) = 0; das heift, f(x) = x.

(c) Wegen e = exp(1) > 1 folgt f(1) = e+ 1/e > O und f(—1) = 1/e — e < 0. Daher folgt aus dem
Zwischenwertsatz dass f eine Nullstelle in [—1, 1] hat.

(d) Wir betrachten die Funktion g: [0,1 — 1/n] — R gegeben durch g(x) := f(x + 1/n) — f(x), und
bemerken dass g auch stetig ist. Ist g(0) = 0, dann ist f(0) = f(1/n) und sind wir fertig. OBdA sei
nun g(0) > 0 (ist g(0) < 0, dann betrachten wir —f). Wir behaupten dass ein k € {1,2,...,n — 1}
existiert mit g(k/n) < 0. Widerspruchsbeweis: ist g(k/n) > 0 fiir alle k € {1, 2,...,n — 1}, so folgt

n-1

n—-1
fQ) = f)+ D, gk/n) = f(0) +g(0) + D g(k/n) = £(0) + g(0) > f(0),
k=0

k=1
und dies widerspricht die Voraussetzung f(1) = f(0). Also es existiert ein k € {1,2,...,n — 1} mit

g(k/n) < 0. Aus dem Zwischenwertsatz folgt dann dass ein x € [0, k/n] existiert mit g(x) = 0; das
heif}t, f(x + 1/n) = f(x). Ol

Aufgabe 4 (Sinus und Kosinus). Benutzen Sie in dieser Aufgabe nur die Definition von sin und cos (De-
finition 7.36), die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion, die Definition von 7 (Definition 7.38),

und die Gleichheiten cos(7z/4) = sin(7r/4) = 1/\/5.



(a) Beweisen Sie fiir alle z € C die Gleichungen
exp(iz) = cos(z) + isin(z), exp(—iz) = cos(z) — isin(z), (cosz)? + (sinz)> =1. (2 Pkt.)
(b) Beweisen Sie fiir alle x, y € C die Gleichungen
sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y), cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y). (3 Pkt.)
Schlussfolgern Sie hieraus die Verdopplungssitze

sin(2x) = 2 sin(x) cos(x), cos(2x) = 2(cos x)* — 1. (1 Pkt.)

(c) Beweisen Sie fiir alle x, y € C die Gleichungen

sinx—siny=2cos#sin¥, cosx—cosy=—ZSinmsinx;y. (4 Pkt.)
(d) Beweisen Sie die folgenden Gleichungen: (5 Pkt.)

cos(/2) =0, sin(/2) =1,

sin(x + 7/2) = cos(x), sin(x + ) = —sin(x),
cos(x + ) = —cos(x), sin(x + 27) = sin(x),
cos(x + 27) = cos(x), exp(ir/2) =i,
exp(irm) = -1, exp(27mi) = 1.
Losung. (a) Wir berechnen direkt aus der Definition dass
coSZ+isinz = exp(iz) +2exp(—zz) 4 exp(iz) —2exp(—lz) _ exp(iz)
und ebenso
oSz — isinz = exp(iz) + exp(—iz) B exp(iz) — exp(—iz) — exp(—iz).
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Die Funktionalgleichung (cos z)? + (sinz)? = 1 kann man auch direkt aus der Definition zeigen,
oder man benutzt die oberen Gleichungen:

(cos z)? + (sinz)? = (cos z + isin z)(cos z — i sin z) = exp(iz) exp(—iz) = exp(0) = 1.
(b) Wir berechnen
sinx) cos(y) + cos(x)sin(y) = =((exp(ix) - exp(—i)((exp(iy) + exp(iy))
+ 2:((exp(i) + exp(—ix))((exp(iy) — exp(~iy))

1

= 4_1'( exp(ix + iy) — exp(—ix — iy) + exp(ix — iy) — exp(—ix + iy))

1
+ 4_1'( exp(ix + iy) — exp(—ix — iy) — exp(ix — iy) + exp(—ix + iy))
= %( exp(ix + iy) — exp(—ix — iy))
= sin(x + y),



und
cos X Cosy —sinxsiny = %((exp(ix) + exp(—ix))((exp(iy) + exp(—iy))
+ 5 ((exp(ix) — exp(-))((exp(iy) — exp(~iy))
= %( exp(ix + iy) + exp(—ix — iy) + exp(ix — iy) + exp(—ix + iy))
+ i( exp(ix + iy) + exp(—ix — iy) — exp(ix — iy) — exp(—ix + iy))
= %( exp(ix + iy) + exp(—ix — iy))

= cos(x + y).

Setzen wir y = x, dann folgt der Verdopplungssatz fiir Sinus direkt, und der Verdopplungssatz fiir
Kosinus folgt wegen (cos x)? + (sin x)? = 1.

(c) Wirsetzenu := (x +y)/2und v := (x — y)/2. Aus der Definition von sin und cos sieht man dass
sin(—v) = —sin v und cos(—v) = cosv. Es gilt u + v = x und u — v = y, und aus (b) folgt
sin x — siny = sin(u + v) — sin(u — v)
= sinucosv + cos usin v — sin u cos(—v) — cos u sin(—v)

xX+Yy x—-Yy
2 2

= 2cosusinv = 2cos sin

Ebenso berechnen wir auch

cosx —cosy = cos(u + v) — cos(u — v)
= CcosuCcosv — sinusin v — cos u cos(—v) + sin u sin(—v)

X+ X —
= —2sinusinv = —2sinTysin Ty

(d) Wir benutzen die Gleichheiten cos(zz/4) = sin(7r/4) = 1/\/5 und die Verdopplungssitze aus (b) und
berechnen

cos(7r/2) = 2(cos(m/4))? —1 = 2(1/\/2)> =1 = 0,
sin(z/2) = 2sin(7r/4) cos(/4) = 2 - 1/\/E~ 1/\/5 =1.
Wenden wir die Verdopplungssitze nochmal an, dann folgt ebenso
cosw = —1, sinz =0, cos(2m) =1, sin(27) = 0.
Mithilfe von der Teilaufgabe (b) berechnen wir zunéchst
sin(x + 77/2) = sin x cos(7r/2) + cos x sin(7r/2) = cos x,

sin(x + ) = sinxcos 7 + cos xsin 7 = —sin x,

cos(x + ) = cos xcos 7 — sinxsin T = —cos x,

und hieraus folgt direkt auch sin(x + 277) = sin x und cos(x + 27) = cos(x). Mithilfe von der Teil-
aufgabe (a) und der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion berechnen wir schlie3lich
exp(irr/2) = cos(7/2) + isin(z/2) = i,
exp(inr) = (exp(ir/2))? = i? = —1,
exp(2irm) = (exp(im))? = (-1)? = 1. O



