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Aufgabe 1 (Limes inferior und Limes superior). Es seien (a,),en und (b,),en ZwWei beschrinkte Folgen
in R. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Esgiltdie Ungleichung

limsup(a, + b,) < limsupa, + limsup b,,.

n—oo n—oo n—oo
(b) Falls a,, > 0 fiir alle n € Nund a,, — a, dann gilt die Gleichheit

limsup(a, - b,) = lim a, - limsup b,,.
n—oo

n—-oo n—oo

(c) Es gelten die Ungleichungen

n—oo n—oo Nn—oo

liminfa, < liminf ( " Z aJ> < hm 1 Sup ( Z aj) < limsup a,,.

Losung.  (a) Furallen € Ngiltsup, . (ay + by) < sup,,., ap +sup,,., by, Es folgt

limsup(a, + b,,) = lim sup(a,, + b,,) < lim (sup a,, + sup bm)

n—oo n=0 m>n n=0 m>n m=n

< lim sup a,, + lim sup b, = limsupa, + lim sup b,,.
n=0 m>n n=0 m>n n—oo n—oo

Wir haben benutzt dass alle obigen Folgen der Suprema konvergieren. Das war notwendig: mit der
Definition von lim sup als Infimum kommt man in der letzten Ungleichung nicht weiter.

(b) Wir nehmen einfachheitshalber an dass limsup,_ b, > 0. Dann gilt

inf a,, - sup b,,, < sup(a,, - by,,) < sup a,, - sup by,.
m>n m>n m>n m>n m2n

Dann nehmen wir n — oo und benutzen wir dass a,, konvergiert.

(c) Wir beweisen die letzte Ungleichung (die erste ist &hnlich, und die mittlere ist klar). Fiir beliebige

k < ngilt
k n k
1 < 1 1 1 n—k
— D) a=—) a+—— a <—— ), a+—— sup a.
2% 2 G 2 G < 24 b g

n+1j:0 n+1j:0 n+1j:k+1 ”+1j:o n+1 k41

Es folgt
k
hmsup a; < lim sup ai | = sup a.

Aber dies gilt fiir beliebige k, und deshalb

n

lim sup — Z a; < limsup ay. O

n—oo k— o0

Aufgabe 2 (Konvergenz). (a) Seien (a,),ey und (by,),en zwei Folgen in R. Beweisen oder widerlegen
Sie folgende Aussagen:



(a.1) Wenn b,, —» 0 und a,b,, - 0, dann ist a,, beschrinkt.

1 n
* . *
(a.2) Wenn a,, —» a*, dann — ZJ.:O aj — a*.

1 n w *
(a.3) Wenn — ijo aj —» a*,dann a, — a*.
(b) Sei(ay),ey eine Nullfolge mit a,, > 0 fiir alle n € N. Geben Sie fiir jede der nachfolgenden Aussagen
je eine Folge (b,),en mit lim,,_,, b,, = oo an, so dass der entsprechende Fall eintritt. Beweisen Sie

Thre Aussagen.

(b.1) lim,,_,, a,b, = 0.
(b.2) lim,,_,, a,b, = 1.

(b.3) lim,,_, o, a,b, = .

o - 1
Losung.  (a) (a.1) Gegenbeispiel: a,, = nund b, = =
(a.2) Die Aussage ist richtig: aus Aufgabe 1(c) und Lemma 4.18 folgt die Gleichheit

n—oo n—oco n

L o 1 < . 1 < :
liminfa, = liminf (ﬁ Z aj) = hrnn_)sup (n—-l-l Z aj> = hrnn_}sup a,,
j=0 o0 Jj=0 o
und deshalb konvergiert auch n%l Z;lzo a; gegen lim, a,,.

a; gegen 0, obwohl a,, nicht konver-

(a.3) Gegenbeispiel: a, = (—1)". Dann konvergiert % E?—o
" =

giert.

(b) (0.1) b, = (a,)™">.
(b.2) b, = (@)™
(b.3) b, = (a,)~2
Aufgabe 3 (Konvergenz und Grenzwerte). Entscheiden Sie fiir folgende Folgen in R, ob sie konvergieren,
und bestimmen Sie wenn ja den Grenzwert. Beweisen Sie Thr Resultat.

O

. n343
(@) a, := —

. n*+3n?
(b) by = sn4—9n3+7n"

(©) ¢, :=x"flirx € R.
d) d, :=Vn+1-+/n

Losung. (a) Firn > 3gilta, > ZZ—J: >

3
4 > nund deswegen konvergiert die Folge nicht.
n2

_ 143/n? 1
(b) b, = o 5 Wegen 1/n = 0.
(c) Fiir x = 0 oder x = 1 ist die Folge konstant und insbesondere konvergent. Fiir x = —1 ist die Folge
alternierend und deshalb nicht konvergent. Fiir 0 < x < 1 gilt x" — 0 (Lemma 4.10). Das gleiche

folgt dann fiir —1 < x < 0 (siehe auch Lemma 4.6). Fiir x > 1 und x < —1 ist die Folge unbeschrénkt.



(d) Wir benutzen die Gleichheit (a + b)(a — b) = a? — b? und berechnen

(n+1)—n 1
4/ 1—+/n= = — 0. ]
" " Vr+1+4/n An+1+4/n

Aufgabe 4 (Konvergenz und Differenz). Sei (a,),ey €ine Folge in R und sei b,, := a,,,; —a, flirn € N.
Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Wenn die Folge (a,),en konvergiert, dann konvergiert die Folge (b,,),,cn gegen Null.
(b) Wenn die Folge (b,,),.en gegen Null konvergiert, dann ist die Folge (a,),<y konvergent.
Losung.  (a) Richtig: |b,| < |ap41 —a| +]a—ay,| — 0.
(b) Falsch:z.B.a, = ﬁ, siehe Aufgabe 3(d). O

Aufgabe 5 (Monotone Konvergenz). Wir definieren die Folge (a,),cy in R rekursiv durch

1
ap =~ an+1:=a%+z,neN.

Zeigen Sie, dass die Folge monoton und beschrinkt ist. Schlussfolgern Sie daraus die Konvergenz der Folge
und bestimmen Sie ihren Grenzwert.

Losung. Wir beweisen zuerst mittels Induktion dass a,, .1 > ay:
1

ﬁ:a1=i+z>i=ao.

IS: @pyy = apyy + i I;I an + % = Qpya-

Die Gleichung x? — x + i = 0 hat genau eine Losung x = %, und wir beweisen zunichst mittels Induktion
dass diese Losung eine obere Schranke ist:

IA ag < %

4
Deshalb konverglert (an)neN (Pr0p0s1t10n 4.13) gegen ein 0 < a € R. Mithilfe von Lemma 4.9 konvergiert
auch a,q = a? + i —a’+ i,undesfolgta + i =aq,alsoa = % 0

Aufgabe 6 (Konvergenz auf R). Beweisen Sie, dass die Definition der Konvergenz auf R in Abschnitt 4.3
und die Definition der Konvergenz in metrischen Rdumen (wobei R die im Skript beschriebenen Metrik
hat) iibereinstimmen.

Losung. Wir beweisen zuerst dass die normale Konvergenz in R dquivalent ist mit Konvergenz in der

Metrik
X

1+ |x| 1+|y||

d(x,y) := |
Sei beispielsweise a > 0. Dann ist auch a,, > 0 fiir n grof3 genug, und aus Lemma 4.9 folgt 1/a,, — 1/a und

a, 1 1 a
= —_ = .
1+a, 1/a,+1 1/a+1 1+4a

Das heifit, Konvergenz in (R, | - |) impliziert Konvergenz in (R, d). Die Umkehrung ist #hnlich und benutzt
die Inverse (™! : (0,1) - R, x —

1-|x|”



Sei nun (a,),ecy eine Folge in R die gegen +oo konvergiert. Das heifit,

(VM € R)(3ny € N)(Vn € Ny, )a, > M.

. . 1 .
Fiir € > 0 nehmen wir dann M so, dass o <6 und dann gilt

a 1 1
3 N)(V N 1-— n = < .
(3n0 € N)(V7 € Nany) | 1+an| |1+a,,|—1+M<€
Dies bedeutet dass d(o0, a,,) — 0. Die Umkehrung ist wieder &dhnlich. O

Aufgabe 7 (Cauchyfolgen). Sei (M, d) ein metrischer Raum. Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) Sei (a,)neyn eine Cauchyfolge in M, und sei (b,,),ey €ine Folge in M mit lim,,_, ., d(a,, b,) = 0. Dann
ist (b,)nen €ine Cauchyfolge.

(b) Sei (a,),en eine Folge in M so, dass fiir alle € > 0 eine Zahl N € N existiert mit d(ay, a,,) < € fiir
alle m > 2N. Dann ist (a,),en €ine Cauchyfolge.

(c) Sei(a,)nen eine Folge in M so, dass die Teilfolgen (a,,,)neny Und (as,41)nen beide gegen a konvergie-
ren. Dann konvergiert (a,),en-

(d) Sei (a,),ey eine Folge in M so, dass die Teilfolgen (a,,)nens (Q2n+1)nen, Und (asy,)nen konvergieren.
Dann konvergiert (a,,),en-

(e) Sei(a,),en eine Cauchyfolge in M mit einer konvergenten Teilfolge. Dann konvergiert auch (a,,),en-
Losung. Alle Aussagen sind richtig:
(a) d(by,,by,) <d(by,,a,)+d(a,,a,)+ d(a,,b,).

(b) Gegeben ¢ > 0 existiert auch ein N so dass d(ay, a,;) < L¢ fiir alle m > 2N. Dann gilt mit ny := 2N
2
fiir alle n,n" > ny dass d(a,, a,y) < d(a,,an) + d(ay, a,) <e€.

(c) Gegeben ¢ gibt es N und M so dass fiir alle n > N und m > M gilt d(a,,,, a) < e und d(ay;,4+1,a) < €.
Dann nehmen wir n, := max(N, M).

(d) Eine Teilfolge einer konvergenten Folge hat denselben Grenzwert, und deshalb gilt

llm aZn = llm a6n = llm a3n = llm a6n+3 = llm a2n+1.

Dann folgt die Aussage aus (c).

(e) Seie > 0. Da (a,),en Cauchy ist, existiert N € N sodass fiir alle n,m > N gilt |a,, — a,,| < %e. Ist
(an, Jren eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert a, so existiert K € N sodass fiir alle k > K gilt

1 . . .
la —ap, | < S€- Fiir n > ny := max{N, ng} nehmen wir k mit n, > n,, und es folgt

la —au| <la—ay|+|a,, —aul <e. O



