
Oberseminar Arithmetische Geometrie (ARGOS)

Thema: Deformationsräume von 1-dimensionalen formalen Gruppen und ihre
Kohomologie

Im Oberseminar wollen wir in den nächsten beiden Semestern die Arbeit [St] von M. Strauch
studieren. Gegenstand dieses Artikels ist die Realisierung der Jacquet-Langlands Korrespon-
denz für einen nicht-archimedischen lokalen Körper k mittels kohomologischer Methoden. Die
Jacquet-Langlands Korrespondenz [DKV] vermittelt für jedes n ∈ N eine Bijektion zwischen
den quadrat-integrierbaren glatten Darstellungen der Lie-Gruppe GLn(k) und den glatten ir-
reduziblen Darstellungen der zentral einfachen k-Algebra Dn(k) mit Invariante 1

n . Bei den ge-
ometrischen Objekten, welche für diese Realisierung in [St] maßgeblich sind, handelt es sich
um generische Fasern von Deformationsräumen 1-dimensionaler formaler Gruppen mit Level-
Strukturen. Die Realisierung der JL-Korrespondenz durch obige Räume wurde bereits durch
Harris und Taylor [HT] (char k = 0) bzw. durch Boyer [Boy] (char k > 0) gezeigt. Das Be-
merkenswerte an der Arbeit [St] ist, dass diese ohne globale Methoden (Shimura-Varietäten,
Drinfeld Modulräume) wie sie in [HT] bzw. [Boy] benutzt wird auskommt.

Im Wintersemester werden wir uns zunächst zur Vorbereitung die nötigen Vorkenntnisse
erarbeiten. Im der ersten Hälfte des Semesters werden wir uns mit den verschiedenen Begriffen
von rigiden Räumen (klassischen rigiden Räumen, denen von Berkovich sowie Hubers adischen
Räumen) und ihrer étalen Kohomologie beschäftigen. Im zweiten Teil untersuchen wir die
Deformationsräume 1-dimensionaler formaler Gruppen und die Periodenabbildung von Gross
und Hopkins, die den zur universellen Deformation gehörigen rigid analytischen Raum auf einen
projektiven Raum abbildet. Mit diesen Vorbereitungen können wir dann das Hauptresultat der
Arbeit von Strauch formulieren.

Vorträge

1) Rigid-analytische Varietäten (2 - 3 Vorträge):

Man führe die Kategorie der rigid-analytischen Varietäten über einem nicht-archimedischen
Körper ein. Als nützliche (Leit-)Vorlage eignet sich hier der Artikel [Sch].

Man beginne mit den fundamentalen Eigenschaften der Tate- und affinoiden Algebren (u.a.
Punkte 1) - 6) in [Sch]). In der Arbeit [Bo] von Bosch findet man Einzelheiten zu den Be-
weisen. Anschließend behandle man affinoide Unterbereiche (Weierstrass, Laurent, Rationale)
vgl. [Bo, 1.6] bevor man die Grothendieck Topologie der zulässig offenen Mengen einführt.
Man erkläre wie man aus einem Schema vom endlichen Typ den zugehörigen rigid-analytischen
Raum gewinnt. Dito für formale Schemata formal lokal vom endlichen Typ. Ist das formale
Schema π-adisch, so findet man die Konstruktion in loc.cit. Der allgemeine Fall ist in [RZ] 5.5
(vgl. auch Berthelot [Ber]) erklärt. Als Beispiel betrachte Example 5.6 in [RZ].

2) Berkovich Räume (2 Vorträge):

Man fasse im wesentlichen Kapitel 1-3 aus dem Buch [Be1] bzw. §2 aus dem Übersichtsartikel
[Be5] von Berkovich zusammen. Dabei beginne man mit dem Spektrum M(A) einer kommu-
tativen Banach-Algebra A und diskutiere Beispiele (1.4.3, 1.4.4). Erläutere elementare Eigen-
schaften des Spektrums insbesondere Corollary 1.2.4, 1.3, 1.4.
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Man behandle kurz Prop. 2.1.15, 2.1.16, 2.2., 2.4 und führe die Strukturgarbe auf M(A)
ein (2.3).

Erkläre für einen Morphismus affinoider Räume f : Y → X das Innere Int(Y/X) und den
Rand d(Y/X). Beispiele zu diesen Begriffen wären wünschenswert.

Schließlich definiere man den Begriff eines analytischen Raums und eines Morphismus ana-
lytischer Räume 3.1, 3.2 . Ferner erkläre man die Beziehung zu den rigid-analytischen Varietäten
vgl. 3.3.

3) Hubers adische Räume (2 Vorträge):

Man führe die Kategorie der adischen Räume nach Huber ein. Als Leitquelle eignet sich die
Zusammenfassung Kap. 1.1 aus [Hu1]. Einzelheiten zur Konstruktion adischer Räume findet
man in den Arbeiten [Hu2], [Hu3].

Neben der Spezialisierung resp. Generalisierung von Punkten, sollte auch auf Lemma 3.3,
Theorem 3.5, Proposition 3.8 und Corollary 4.4 in [Hu2] eingegangen werden.

Ferner betrachte man Prop. 2.1 und 3.1. Anschließend diskutiere man die adischen Räume,
die sich durch formale Schemata bzw. rigid-analytische Varietäten ergeben [Hu2, 4.1-4.3].

Behandle den Fall von Kurven insbesondere das Beispiel des zur affinen GeradeA1
k zugehörigen

adischen Raumes. [Hu4, §5].
Abschließend definiere man den Begriff eines pseudo-adischen Raums [Hu1, 1.10].

4) Étale Kohomologie (1 - 2 Vorträge):

Man führe für obige Räume den étalen Situs ein.
Rigid-Analytische Räume: [Hu1] §0
Berkovich Räume: [Be2], [Be5]
Adische Räume: [Hu1] 1.6, 2.1, (auch für pseudo-adische Räume: [Hu1, 2.3])
Anschließend gebe man elementare Eigenschaften wieder, z.B. Poincaré Dualität, Künneth-

Formel, Endlichkeit der Kohomologie-Gruppen.
Man gebe elementare Eigenschaften und diverse Vergleichsisomorphismen an. [Hu1] 1.7.11,

2.1.4, 0.7, [Be2, 7.1.1,7.5.3,7.5.4]
Abschließend gehe man auf die Garbe der verschwindenden Zykel ein [Be2, §4], [Be4, Thm.

3.1], [Hu1, 0.7.7-0.7.9]

5) Deformationen formaler o-Moduln (1 - 2 Vorträge):

Man definiere formale o-Moduln wie in [Dr] und gebe wichtige Eigenschaften wie Prop. 1.6
und 1.7 an.

Anschließend definiere man Deformationen formaler o-Moduln, beschreibe die universelle
Deformation wie in [Dr], 4 (auch mit Level-m-Struktur) und beweise Satz 2.1.2 aus [St].

6) Die Gruppenoperation (1 Vortrag):

Definiere die Modulräume MKm und ihre Analytifizierung MKm ([St], 2.4) und beschreibe
die Gruppenoperation von B× auf MKm und die von GLn(F ) auf dem Turm (MKm)m. Man
gehe auch auf Prop. 2.2.5 ein.

7) Die Periodenabbildung (2 Vorträge):
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Sei E die universelle Erweiterung mit additivem Kern des universellen o-Moduls über M(′)
K′ .

Im ersten Teil zeige man, daß Lie(Ead) generisch flach ist und beschreibe die Gruppenoperation
mit Hilfe der Schnitte ci ([GH], 21 und 22.4)

Anschließend definiere man die Periodenabbildung für M
(0)
K0

([GH], 23.2, 23.5), und für ganz
MK0 ([St], 2.6.4). Außerdem benötigen wir Prop. 23.28.

8) Strauchs Hauptresultat (1 - 2 Vorträge):

In diesem Vortrag soll das Hauptresultat von Strauch ([St], Thm. 2.5.2) erläutert und der
erste Teil auch bewiesen werden. Dazu müssen zunächst die `-adischen Kohomologiegruppen
eingeführt und die Algebraisierung der M(j)

K erklärt werden. ([St], 2.3, 2.5.1)

9) Quasi-Compactifications (1 Vortrag):

Dies ist der Abschnitt 3.1 in [St].

10) Consequences for formal models (1 Vortrag):

Dies ist der Abschnitt 3.2 in [St].

11) The trace of regular elliptic elements (1 Vortrag):

Man fasse [St] 3.3 inkl. Prop. 2.6.7 und Theorem 2.6.8 zusammen. In diesem Abschnitt
wird die Spur von regulär elliptischen Elementen auf der Kohomologie von M

(j)
K berechnet.

12) The trace on the EP-characteristic (1 Vortrag):

Dieser Vortrag behandelt den Abschnitt 4.1 in [St]. Hier wird gezeigt, dass die Kohomolo-
giegruppen des Turms (MK)K die Jacquet-Langlands Korrespondenz realisieren.

13) Non-cuspidalness outside the middle degree (1 Vortrag):

Anstatt der Abschnitte 4.2, 4.3 aus [St] beweise man das entsprechende Hauptresultat aus
der Arbeit von Mieda [Mi].
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